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E 读者 


现代 世界 的 特点 是 ， 科 学 技术 已 成 为 综合 国力 的 基础 ， 许 多 国家 都 
把 增 奏 科技 实 方 ， 等 取 科 技 优 势 ， 作 为 自己 国家 的 重要 国策 和 发 展 战 酷 
的 核心 。 AMM. ERIH., HTS. 将 是 人 类 社会 发 展 中 上 的 
一 个 瑟 太 变革 时 期 ， 这 是 轴 为 ， 现 代 科 学 运动 正在 引发 出 生产 力 的 巨 尖 
发 展 . 谁 堂 挥 了 科技 进步 的 制高点 . 谁 就 章 握 发 展 国 民 经 济 的 制高点 . 谁 
就 可 以 在 以 科技 鸭 基础 的 综合 国力 的 国 扶 党争 中 处 于 领先 地 位 。 

那么 ,怎样 传播 科技 进步 的 信息 使 之 引发 生产 力 的 进步 呢 ? 应 该 说 ， 
(ARS RITA. BI ROA JKH. 可 异 ， 由 于 种 种 原 
Fl. 一 个 时 期 以 来 ， 图 书 册 版 椎 ， 科学 专著 出 版 更 加 轨 难 ! 

问题 已 经 到 了 非 解雇 不 可 的 时 候 了 ! 

广东 地 处 我 国 改革 、 开 族 的 前 滞 阵 地 ， 忆 是 我 国 改革 、 开 放 先 行 一 
2P RUHR. 历史 的 现任 是 不 容 推 托 的 . ASE FI, 1989 年 ,广东 科技 出 
版 社 发 赵 成 立 广 东 优 和 邯 科 技 专著 出 版 基金 傅 ， 为 解 诺 科技 学 术 著 作出 版 
难 的 向 题 ， 开 壁 一 个 新 途径 . RI. Te R 
寺院 校 的 专家 、 学 者 以 及 关心 科技 事业 的 人 士 的 热 列 响 磋 : 税 支 持 ; 并且 
得 到 广东 省 领导 部 门 、 社会 各 剧 以 及 海外 、 港 、 澳 的 企业 、 社 会 团体 、 个 
A HIERE., EKRAR T. AeA T 1989 年 19 AEM AY. 区 
钱 伟 长 教授 汶 首 的 一 批 知 名 的 专家 .教授 热心 地 承担 了 基金 会 的 顾问 、 评 
TERATE. 共同 南 定 基 金 会 扶持 优秀 科技 专著 出 版 的 原则 : fee ee Re 
公平 竞争 、 择 姑 支 持 ， 每 年 推荐 一 批 符 合 要 求 的 久 秀 科技 与 经 济 管理 专 
著 稿 在 广东 科技 出 版 社 出 版 -基金 会 希望 ,通过 缓解 科技 专著 出 版 难 , HE 
动 广东 万 至 我 国 科 技 融 业 的 发 展 。 

Be Ge MIE. DARPA BR. DAE eli. 3 bE 
Tak AIPE fa. BPR RAPA. 基 中 ・ Æ Eie flock ae 
CIERRA ME: RP ie. EER SR. ER 
BE Sc oe ik EU SAR A A Us A RR BIBS. Anak. Te AN A E 
AP ge. th ES iA pwit Se a Se tH. 

FR ACT Ar EY ob eS FE A KT eR OS BL ee i E 
会 的 工作 ， 向 基金 会 推荐 优秀 科技 专著 为 基金 会 提供 资金 、 条 件 ; 使 
基金 会 能 在 更 广 生 范围 和 内， 资助 优秀 科技 专车 的 出 版 ， 在 发 展 我 国 科 技 
事业 和 迎接 世界 新 技术 革命 挑战 中 ， 作 出 自己 的 贡献 . 
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THE MARKOV OSCILLATION PROBLEM 


DAI YGNGLONG 
(Dept. Math. Zhongshan Univ. Guangzhou, China) 
ABSTRACT 

|. THE PROBLEM 

Let (2, F , P} be a probability space. A stochastic process 
r= (4G); &>0), taking the values 0 and 1, is said to be a regenera- 
tive phenomenon if there exists a function p on €0,°°) (called the p- 
function of Z) such that, whenever 

0 


we have 


PACH) = Ze) = = 2) = 1) = [fra — ty 
r=i 


A pfunction p{ + ) is said to be standard if 
lim が の = 1. 

We denote by the class of all standard p-functions. 

In 1968 R. Davidson posed the following tantalizing problem. 
Suppose pC with aC 1} =M,.0<. M<2 1. How small is m=inft pC): 
(ct? In other words, what pairs of (m,M) can occur? 

As a special case of the above problem R. Davidson considered the 
following problem. For pE A, 0. MI. define 

mp) = inf (pC); Li 1)， 
FCM) = inf (mip: PE Hp) = M), 
ve = inf (M, ICM) > 0). 
Davidson first proved that vez | fe and conjectured that 


Be, 一 1/e. 


For more than two decades this conjecture has remained unproved 
but some upper bounds of vw. have been obtained by many reseachers. 
In 1968 Davidson proved that 1.3/4, and which was indepen- 
dently proved by Blackwell and Freedman; 
In 1973 Griffeath proved that v.22 2/3; 
In 1973 Cornish proved that wel—1l/e; 
In 1975 Joshi proved that v0. 59; 
In 1977 Joshi proved a better result; va. 0. 56; 
In 1984 Yu Yaoqi proved v..a,0. 515; 
In 1986 Zou Jiezhong proved vasa 1/2. 
Up to 1990 the best result was te 1/2. 
E. THE MAIN RESULT 
In papers [3~6 | we used a new method to study the Markov os- 
cillation problem. The most important result of these papers is that, we 
have succeeded in proving the above Davidson's conjecture completely. 
Our final result is the following theorem which was proved in 
[e]. l 
THEOREM. For any pE Z we have 
p(t) ss pls) + Ife, D Ss を go. 
As a direct consequence of this theorem we immediately get 
COROLLARY. v.05 1 /e. 
REFERENCES 
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€1973), 169~ 175- 
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3. Dai Yonglong, The oscillation of p-functions with exponential start, 
Chin. J. Appl. Prob. Stat. 5€1989), 161~172¢Chinese). 
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引 论 


在 概率 论 与 随机 过 程 的 诸多 分 支 中 , 马 氏 过 程 月 它 特 蛛 重要 
的 地 位 :有 比较 完整 的 基础 理论 ;有 非常 车 富 的 研究 内 容 : 在 数学 
和 一 些 其它 白 然 科 学 领域 里 有 着 广泛 的 应 用 和 应 用 前 景 : 是 E 
已 经 相当 成 熟 并 在 继续 迅速 党 展 的 分 支 学 科 . 

作为 马 氏 过 程 的 重要 组 成 部 分 , 马 氏 链 的 研究 一 直 二 分 活路 . 
在 这 一 领 焉 ,早期 提出 的 某 些 基本 问题 已 经 取得 了 完满 的 结果 或 
者 获得 了 重要 的 进展 . 例如 存在 性 问题 与 唯一 性 问题 就 已 经 被 彻 
底 解 类 而 大 致 告 一 段落 . 马 氏 链 的 构造 问题 也 已 经 获得 了 丰硕 的 
研究 成 果 . 概括 这 一 理论 的 重要 专著 有 Chung (1967), Hou 
《1982b) 和 Yang (1986). 

清 着 马 氏 过 程 理论 研究 的 步 步 深 入 , 新 的 研究 课题 与 研究 方 
法 不 断 涌现 . 早 存 60 年 代 , 以 剑桥 大 学 为 中 心 的 一 批 英 国 数 学 
家 {如 D. G. Kendall, J. K. C. Kingman, G. E. H. Reuter 和 R. David- 
son 等 ) 就 担 出 了 一 系列 扩展 马 民 过 程 理 论 或 者 与 其 相关 的 值得 
深刻 研究 的 问题 . 这 些 问题 不 人 天 大 地 让 富 了 马 久 过程 的 研究 内 
容 , 而 且 提 供 了 新 的 研究 方法 . 下 面 我 们 仅仅 介绍 与 本 书 密切 相关 
的 两 个 问题 . 

为 了 叙述 方便 ,首先 略 述 某 些 熟知 的 定义 . 

OS WAR. 5), (220. 5 る) 称 为 标准 马 氏 链 ,如 果 
对 任意 2.98 ,s to ,有 
a) POD, Dial <1, 


JEN 


“ 引 iÈ 


(2) po +) = >) pals pe, tt). 
ces 
0, iad 
(3) lim pO = p00 =6=+ J 
eta ls 当 t= j. 


WCE.) 蚌 任意 可 测 空间 ,其 中 o KS 包含 的 一 切 
单 点 集 . 称 PGA) (620 ACS) EORR A HORE 
满足 


ij) 固定 0 2 FR PCr.) 是 用 上 的 非 负 测度 (今后 我 们 
ii) 固定 i20, ACS Plt,A) E & if He, 
ii) 对 一 切 s20, 0, CE, AC E 成立 

U) PG + s.r, A) = [Pered PCy A. 


对 给 定 的 马尔 科 夫 转 称 函数 Pr, A) O0 p, ER, ACE), 
MRR ATE ER 成立 
(5) lim Ptt,r, {2} = 1 
则 称 : 是 标准 点 .如 果 任意 zxE# 部 是 标准 点 , 则 称 PO, tt 是 
Beit F254 B pA. 

BA Ce FR ARH fal I. 


问题 I 


假定 BC) 大 定 叉 在 [0,co) 上 的 一 个 函数 . 问题 是 : 

六 B 应 具备 什么 特征 ; 才 存 在 马 氏 链 MO, ted 5 うる) 
BARES. tos jatë 
(8) (の = BO) ? 

D 上 8 应 具备 什么 特征 才 存 在 马尔 科 兴 转移 函数 P(t, x, AD 
Cis0, 2ER , ACS) 及 woEB ACE fF 
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(7) Pt,zusy Ao) = BL) ? 

这 是 一 个 | 分 困难 的 丫 题 ,英国 数学 家 J. F. C. Kingman 花子 
?年 的 时 间 , 仅 仅 获 得 上 述 问题 的 部 分 解答 , 然而 ,他 获得 的 结果 奈 
极 共 潭 亮 的 , 黄 困 数学 家 Kendall 在 "随机 分 析 " C D. G. Kendall 
and E. F. Harding 1973) 一 :村 的 引言 中 ,给 Kingman 的 这 研究 工 
作 以 很 高 的 评价 . 现在 我 们 就 来 竹 述 他 所 非得 的 两 个 完美 的 结 兴 . 

为 此 ,我 们 首先 报 述 定义 在 [0,o0) 的 两 个 函数 类 . 

RITE P WEEL 上 而 是 满足 下 述 条 件 的 全 体 函 
数 . 

i) pC, W p Æ (0,00) 上 连续 ; 

ii) pC, 则 的 拉 氏 变换 存在 且 有 形式 
(8) が の 一 | poe 人 = 人 9 二 | ロー の ze] ， 


o> 0, 
HP u EO] EEE) 可能 >), ERA AIT 


(3) | Cl — e uldir) < oo. 
《em ] 


以 ey 记 定 义 在 Oo] Ett Aa at PoE Sth eR: 
i) PE ,, M) F 在 [ 9,co) 上 连续; 
D pE Pu N] ?的 拉 氏 变换 存在 且 有 形式 


C0) Pp) 一 Froe “u= [ota + Fu ー ef 。 


0 > 0, 
其 中 a >0 是 常数 ,而 了 是 (0,co} 上 的 函数 昌 满 足 
a) JE Ow) EE PERM; 
b) Fa — e OS (dt < o; 


-de 引 ie 


O 或 者 J=0 , 或 者 対 一 切 と 0, チ (の 0 
D 如果 了 天 0 , 则 存在 p> 使 
FD Se, i>. 
显然 , Puc PS ul{0o}) = aA) = | のみ 。 基 中 oo を 
A, (10) 就 变 成 (8)) . 
下 述 铺 果 见 书后 参考 文献 (J.F.C- Kingman (1971) ). 


命题 | 


BÈBO) ÆRA ALO) i AR. AAA R 
lD 6220, JEN RRA a 七 5 使 
Putt) = BUY, i> 0, 
RERA: BE Py 


命题 1 ERE P S REM fe OL EMEA CAR 
{TS ESE GO, E0 , ijES) 的 任意 天 aO) . te 8 BAM 
角 线 元 ,而 m(・) 。 45 称 妨 非 対 角 袋 元 ) . 

命题 上 表明 ,虽然 马 氏 链 的 构造 阿 题 还 未 解 央 而 一 直 出 拢 着 
概率 论 学 者 ,但 是 所 有 马 氏 链 《不 管 是 否 稳定 ) HAMAR 
全 部 构造 了 出 来 .由 此 人 和 们 会 自然 地 提出 :如何 刻 划 瑟 氏 链 的 非 对 
ARE? 换言之 ,问题 1 中 关于 马 氏 链 的 对 角 线 元 的 部 分 已 彻底 
解 快 ,而 对 于 非 对 东 线 元 的 特征 刻 划 则 仍 是 一 个 未 解决 的 问题 . 如 
果 这 个 问题 获得 解决 ,相信 对 马 氏 链 的 构造 问题 的 最 后 解决 会 有 
很 大 的 帮助 . 

命题 1 的 结论 对 Polish 空间 于 的 跳 过 程 转移 函数 也 基 正 确 
的 ,这 时 它 可 以 表述 为 : 


引 论 -5e 


命题 !′ (H Kingman (1972) 中 定理 7.5) 


i E A — Polish 空间 , & Æ E EH Borel HR #. WH 
tn A 0 2E BAE E) 是 跳 过 程 转 移 画 数 , 则 对 任意 CCE 
有 

psr, {2D と Bu 


对 跳 过 程 转移 函数 が っ っ ・) > 固定 TOE RTL ERC PG w, 
{DD 4220) 基 peso, +) Aa ART AE. W E t Polish 7 
F (F, & LEBET Bee E RAOR A REAT Pus 如果 # 
不 是 Polish 空间 ,命题 1 的 结论 尚未 被 证 明 . 


命题 『 (H, Kingman (1972) 中 定理 7.1) 


假定 BCs) A&M A[O,00) Eiji. 则 存在 可 测 空 间 Ck, 
&) ARAB BER Pye, A) 0 ck ACS) 和 标准 点 
DEE 
Pst, (top) = BRO) 
HEERA: BEF. 


命题 AUTIRERIA R EERE A I Ae. 从 定 
义 容 易 看 出 PCP PA P A LR OT BE 
出 :如 果 BOSE Polish 空间 ,而 Par A) G0, ER, ACS) RY 
AS RL Se Pe SG, EAR ME Ce to, {eo} EZ AH p+ sro, 
(zo) E Mu. 则 pC- ss 5 +) PEL E F HB, BE E TE 
非 标准 点 . 

本 书 的 研究 对 象 就 是 F 和 Fs 对 于 P ER O ERIE 
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ERAMA BE SL EE AE SES PE SEE 
と RBG TH pE Pu 则 是 一 个 特殊 的 标准 > 函数 . 从 定义 表面 上 
BP 似 平 比 Pu 要 “大 "得 多 ,但 在 第 - 章 我 们 将 要 证 明 ,在 
[0.co) KARAM MMR MS KF. Pu 在 多 PB BD ER PEP, 
必定 存在 Pa 中 的 序列 1x 二 1,2,*…… っ fE 
C11) ptt) = lim pti), eo. 

值得 : 提 的 是 :在 上 面 我 们 是 用 纯 分 析 方 法 定 浆 图 数 类 安 
和 Pu 的 . (AUER Hy 在 多 HR CR RUE MP 的 结论 ， 
HIR AE EFF RE AR A Pa «KT ANE BR AT E E T 
问题 是 确实 有 效 的 . 

现在 我 们 投 述 问题 工 . 


回 題 I 


设 pe, Wp Æ [0,co) 上 连续 ,而 且 由 命题 Ope) 
<1 ( Ot<oo), 和 が 0) 王 1. 令 
(12) mp) = min (p@) ; Oat 1). 

現 対 任意 固定 的 a, acl, $ 
(13) Gla) = sup (pl) — a; mp) =a, pE P) 
由 于 对 任意 0 所 4 之 00 画数 
(14) ad) = e", Qi, 
属于 (PEELE y. 证 明 这 一 点 内 须 在 (19) PS /三 014 二 
4 即 可 ). 央 此 C13) RAAS PHRA sa pE P) 对 任意 
0<a< 1 都 是 非 空 的 ,从 而 Cle) 存在 . 

我 们 现在 提出 的 问题 是 
(15) G) 一 ?， adi 

求 函数 (15) 是 极其 困难 的 . 至 今 未 获得 令 人 感 兴趣 的 结果 . 
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由 于 015) 的 解 是 如 此 困难 , Davidson , Kendall 等 人 人 提出 下 车 
的 特殊 情形 . 令 


(163 Vas 一 tim Gla). 
CE 
CATA Aids oc... Be BSB). Davidson , Kendall 等 人 概 
力主 张 研究 下 面 的 问题 : 
( 17) Ue =? 


然而 问题 (17) 仍然 是 一 个 极其 几 难 的 问题 . 在 介绍 问题 
C17) 的 研究 进展 情况 之 前 ,我 们 首先 略 述 《15) 与 (17) 的 实际 意 
X. 

HREF ,对 任意 同 定 的 0 ご 5 ご co , 今 
(18) ple) = p(bé), i= 0. 
W FE SAD WA pE P. p 只 是 2 的 一 个 尺度 变换 .因此 在 定义 
《13) 中 ,点 1 RAEE b Uco. 换言之 , 若 令 
C19} mp.) = min (p(t) ,0 t= 4) 
(20) G(a,5) = sup (pth) — a, mp =a pC Æ} 
则 有 


(21) Gla,b) = Gla) , 0 < < oo. 
現在 由 SD 及 (21) 容易 见 到 ;对 在 意 EF 必 有 
C22) pt) = p(s} + C(p(s)), 0 < sQtgm. 


然而 对 任意 >0, 任意 caci 及 任意 O<tictoo ,总 存在 pe 
及 0<s<c 使 
(23) p(s) = a, H pa) > a+ Gla) e 

CODE (23) 表明 、 対 任意 gE SR p(s =a, MI (0,00) 
内 ,7 不 能 超过 as 二 etka)， 然 而 又 可 以 无 限 接 近 tela). 因此 求 
Ga) 的 问题 被 称 为 标准 信 函数 的 最 大 振幅 问题 (严格 说 来 ,应 称 
为 “右边 向 上 ?的 最 大 振幅 问题 ) - 由 于 本 书证 明了 下 面 的 (242 和 
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(25) ,wm 被 称 为 标准 ? 盟 数 的 最 大 振幅 就 足 非 党 自 然 的 . 

远 应 当 指出 ,出 于 Pa 在 PPM CRAM RE EE ， 
国 此 将 FE 面 讨论 中 的 Z EAH Zau OR TT Z vo th E 
F u WRA IRIR. 

下 面 我 们 介绍 AJE. 

1968 ,Daviason (1968) 首先 证 明 pm. 学 1/ 并 提出 如 下 猜测 ， 
(24) Pa == Ife. 


19684 , Daviason( 1968) 与 Blackwell and Freedman (1968 | 可 
時 正明 mac 
1973 年 ,Griffcath WER: (見 Daviason (1973b), APPENDIX C) 
paS2/3。 
1973 年 。Cornish (1973a) PEAR: vo <cl—I/e; 
1975 年 , Joshi(1975) WEAR: v.50. 59; 
*1977 年 。 Joshi(1977a) 进一步 证 阴 onsi. 56; 
1984 年 , Yu Yaoqi{ 余 粹 禄 )》 (1984) 改进 了 Joshi 的 方法 ,用 
RR RH v0. 515; 
198646, Zou Jiezhong (4B HEP) (1986) 进一步 改进 了 Joshi 和 
Yu Yaoqi 的 方法 证 明了 <p. 
上 述 结 果 全 部 是 用 Kingman 不 等 式 理论 ( 风 本 书 第 四 章 ) 获 
得 的 . 然而 ,继续 使 用 Kingman 不 等 式 理论 研究 ヵ PAY eH l 
题 过 到 了 奴 以 克服 的 困难 【 见 第 四 章 有 关 结 果 的 证 明 ) .作者 里 
然 不 认为 应 用 Kingman 不 等 式 理论 研究 py- 末 数 的 振荡 问题 已 经 
完全 走 到 了 尽头 ,但 至 少 可 以 认为 ,应 用 由 Joshi 提出 然 后 由 Yu 
Yaoqi 所 改进 的 方法 已 经 难以 在 r 区 数据 菏 问 题 获得 新 的 结果 
+. 


因此 ,创造 新 的 研究 方法 势 所 必然 . 
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本 书 作 者 建立 了 研究 p- MR lA BRE ( 见 Dai 
Yonglong (1989, 199la, bò 和 Dai Yonglong and Zou Jieshong 
(1990a,1990b,1990c)), 应 用 这 一 方法 ,最 后 终于 证 明了 
(25) G(a) xs le, Oai. 

由 (25) 和 定义 (C16) 立即 得 色 Davidson H GD 因为 David- 
son Æ HE tezle d). 

上 面 所 述 概 括 为 ;问题 I 指出 本 书 的 研究 对 象 来 源 于 妆 氏 过 
程 和 马 氏 链 . 所 谓 op Re SS eR ES ee 
线 元 的 振荡 问题 .因此 本 书 定名 为 “马尔 科 赤 振荡 问题 ”( 文 献 圭 
“ p- pA AS Pe TH [a] 5 RPA TS) ARE A. 问题 』 
指出 本 书 的 具体 研究 对 象 就 是 g- 函 数 的 最 大 拨 帆 问题 . 值得 指出 
的 是 ,文献 上 多 次 提 到 :这 是 一 个 最 吸引 人 的 问题 之 一 . 例如 ， 见 
Kendall and Harding(1973) ,该 书 引言 称 这 个 问题 是 标准 六 函数 最 
吸引 人 的 问题 之 -. 又 可 见 Cornish(1987) ， 这 是 - -篇 专门 论述 马 
尔 科 去 振 葛 问 题 的 综述 文章 ,主要 介绍 Joshi 的 工作 ,该 文 开头 第 

句 话 就 说 ,这 是 Davidson 于 1986 年 提出 来 的 -个 吸引 人 的 问 
H. 

最 后 筒 述 FEHI. 

第 一 ,二 .三 章 投 述 本 书 研究 对 象 的 基本 理论 . 这 个 报 述 不 是 
包罗 一 切 的 ,例如 本 书 引 论 所 述 问 题 I 中 的 命题 1 和 命题 [就 
没有 包 插 进去 . 因为 本 书 是 作者 的 研究 专著 ,对 于 解 央 振荡 问题 不 
直接 用 到 的 结果 就 不 叙述 . 

第 四 章 专门 氮 述 应 用 Kingman 不 等 式 理论 解决 振 葛 问题 的 
方 法 . 虽然 应 用 本 方法 目前 无 法 得 到 最 好 的 结果 ,但 是 作为 振 蓝 问 
题 研 究 历史 的 一 个 方面 也 是 值得 重视 的 . 读者 也 许 能 从 这 一 方法 
裴 得 新 的 启发 而 得 出 更 好 的 结果 . 
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最 后 五 .六 、 七 章 基 本 上 是 作者 的 研究 工作 . 这 里 也 有 作者 与 
合作 者 的 部 分 研究 工作 (Dai Yongiong and Zou Jiezhong (1990a,b, 
0) ,但 是 主要 针 果 来 源 于 Dai Yongiong (1989,1991a,1991b). 

本 书 每 章 后 面 都 有 简短 的 文献 注释 . 基本 上 标明 全 书 主 要 结 
果 的 出 处 ， 

本 书 有 元 章 后 面 列举 了 几 个 未 解决 的 问题 . 这 些 问题 大 名 与 
Davidson 猜测 差不多 时 间 提 出 来 的 ,也 有 个 别 问题 是 作者 提出 的 . 
作者 认为 ,解决 这 些 问题 中 的 任何 一 个 都 有 学 术 价值 . 
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31 分 析 方 法 


1. 随机 矩阵 


设 8 是 可 列 或 有 限 集 . 一 个 矩阵 
P= (ppi © 5) 
称 为 随 宙 矩阵 ,如 果 它 的 元 素 满足 条 件 : 
m0 (jes), 2 = 1GEs) 


本 书 今后 恒 以 N 记 全 体 正 整 数 集 , 即 二 (1,2,…), WLAN 
记 全 体 非 负 整 数 集 , 即 N= 0,1,2,7). 

对 于 随机 秆 阵 P= (pssisjE 5), 以 及 任意 的 nE 本 ,我们 用 下 
述 方式 归纳 地 定义 它 的 = UE: 
C1) P =] , P= P , P= PUP, noe 2, 
其 中 7 LAL GE RE PR 

ul. i=} 
而 Pa N)? 的 元 素 用 矩阵 形式 写成 ， 
P = Cie ES) 

按照 矩阵 乘法 ,显然 有 


£3) a = SJ Pu Pt Be ot ne N. 
Henti pet 

Site. R18 
Sta = 1, nE N. 
すぎ 


从 而 疡 仍 是 随机 符 阵 . 
其 次 ,对 任意 IES M nemE N, PRA 


(4) = D PPR 
或 者 号 成 更 筒 単 的 定 降 乗 息 公式 : 
Pt 一 Pps, nm E N. 
定理 
E FAAEE, DR GCS HSE 
(5) ue = BP, ne NN. 
则 we 一 | BA AAR RIC RE NOMA AF 
(6) PALI 
"EN 
和 
(7) a= SO fates ne N. 
t= 1 
证 ; + 
Fi is 
f= >) Pai Piri” Fal yas ka 
a A 


对 任意 nee. 我们 有 
i= See? = 2 > Poi Ptt Pid 


"mE 
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lI 
トン 
B. ぎ 
4] 
7 
トコ 


ies 2 ER 
十 >) Dp > Patt Paoi 
ES ta i 
一 六 十 Dy Dy Pay Pi >` Pa Paii 
jE yra henee EN 
+ » ; > Poa Pry ` Piatt! Ps .1i 
IES eng igen es 
一 六 十 产 十 > > Pai, Pi i 之 Put Pd 
IES ipga ty mee 
= ロト ペー キョ トー Sn 
JES ita i 
= fi +- "+f t 2 2 2a 站 
FE ea 


= fit oe t fe 


出 于 上 述 递 推 计算 对 任意 rE N 成 立 . 从 而 46) 式 成 立 , 往 证 (67)， 
显然 w= Pu= fie 其 次 


= p? = > pupa = = ph 十 2 PoPa = = fu + fe 


JES 


对 >2. 应 用 公式 54) ,我们 有 
tye =P = >) pa PS? 


yes 


テー = PasPar 了 + 之 Pa P P » 


ュー a7 1—2} 1™、 
二 pp- 十 > | Bai, Pi, ap 2 十 > >) Pa PrP お 


ija ita セコ 


a x ーー テト 
= paps? 十 >) Pa pp 
ite 


slde き 1 分析 方法 


十 Dy 5 Pat Pa, Pas 


ia i,_ je 


+S mt 


ee 
= fit: + fara + te + fim + Sa # 
2. 更新 序列 
如 果 非 负 实数 序列 (waE) 満足 条件 
A. to = 1. 


B 存在 非負 突 数 序列 mW) , Df, 使 


(8) uu, 一 ST fae 
对 任意 nE N 成 立 , 则 ( 称 (Cu, 1E 机 ) 是 四 新 序列 ,而 对 应 的 (f.,nE 
NOFKA u A FFI 

SARIN & 记 全 体 更 新 序列 ， 

由 定理 I 知 ,如 果 P= (moiyjES) 是 随机 矩阵 ,对 任意 ces, 
令 

a, = pe, ae N. 

Wi, EN EZ, MERMEMAR MAE. 


定理 I 


E s= lm, nE N) ER, MAAS LAME P= Ous 
JEDE ES 
(9) au = BP, REN. 


iE: Aon EN u W E 序列 , 今 
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= l= ニー pf, noel. 
i=l 
定义 
L = suplan: ga > 0). 
Ff ざ 如 下 : 当 L<oo, H S=(0,1,-°,2),%4 L=oofff, 取 s= 
(0,1,2,7). 


现在 令 
gril gis Jei+1j7E8 
Py = Fridge j= 0, 
0, 其 余 的 i,j € S. 


F SEA (pt JOS) 是 随机 矩阵 . 事实 上 ,注意 go 二 1; 则 
Dy ps = poo po = fAgo + og = L. 


而 对 任意 ics 且 140,48 
2 が = po + Pati = finaly + gins! 一 1. 
YA P= (pais JE SEBEPLE PE. 
现 取 a— 0, RAJEE n= EN RRE, o= lu, 
Pa 一 go 一 ロー M n2 时 有 
in} (n—1} 


Poo 一 PooPao 
{fz SSL) 


+ pe © 十 ”十 parprepest** Pata 1 Pe 10° 


-npp Me fmn 
Por Pris Bas" ** Pe— 1 kBPE,D Ge f Jun Gh Tis 


所 以 
Pon = Spee? 十 Fep © H e po0 F Fe 
从 而 ,如 果 a= pie. OAS, i) = ți- # 
HEXA R EATA HEA PIER ,下面 的 定理 


is» $ 1 分析 方 法 


将 这 一 说 法 用 数学 公式 明确 化 . 
定理 m 


证 am Ca, nE N) ER, Tat Ag F FINA Sas tN), ， 则 


Mo 一 ,而 当 we 之 | 时 


(10) m= >) OD テー 
EOI ap bent n 
其 中 足 标 Baton put 均 ALL SR. 


证 : AUK. BR eS. Pe C10) 对 1 2 2 一 1 部 成 立 
(az2) ,出 


` 
5 

u = > pf ther 
r- 1 


> fa 十 fa 


tlw mlarat 


= Y iy SI fef + 


I 


pba tay ler ee 


- y YX > uest h 


テー fy td troa 


ERPE A IE Be AT CORT BT ace ok H 
“Pak ce FAA HH C10 SR AY Biz ZS HK. 


定理 WM 


H us G@.nnENIER , CHANG FA AAG REN) ， 则 
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11> f: = 5? (一 1}! > 2 EN 


k=] ijt eae 


其 中 足 标 PA 均 取 正 整 数 ， 


p77 


证 : 与 定理 下 的 证 明 相 似 ， ” # 
3. 半 群 性 

BE u= Gns mENIER , v= (ry 2EN) CR Ri] Xu Fv 
的 一 种 乘法 运算 如 下 - 令 


We 一 UP ay REN. 
WY w= Cnn E N EAE RR , 记 作 
(12) w = ur = (mr wn E N). 


我 们 的 首要 问题 是 ,家 在 运算 © 之 下 是 否 封闭 ?如 果 回 答 
ZAREK WA 在 运算 © 之 下 构成 一 可 交换 的 半 群 ,这 祥 就 可 
以 进一步 弄 清 Fe 的 结构 ,从 而 获得 一 些 更 加 重要 的 性 质 . 


EH V 


hus nE DER , r=, nE NER, Bl 
w = ua Gv E R. 


证 : HRC RWECH, RH EH. FEAR RAR S,, Sk 
2€5,,0€ Sol 34 S AA REL O= (git JE SO R= (Pus 
sr So) fE 
a, = qi, % = 78, ne Ñ. 
現今 S=S8, x 58; 利 
PUG = Glas Gs) (お の E BS) X Sa 
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则 

P= Changos GD E SX Sa) 
E RA BLS in fF P= OR. 下面 用 归纳 法 证 明 严 一 OPC 一 0 
显然 成 立 ), 设 P =FR, M 


了》 ーー ー1 tn- 
Poga = > PEDA’ * Pet 
DES, XE, 


CIRA E 
= > Se OP ara 


TENEN 
=r , Kiss), (うう E 8, X Sa; REN. 
因 此 , ア アー が ⑫ だ が , aEN . 特别 有 


Wa 一 a 一 ne WN. 
从 而 w= lw nEN) CA. H 


4. RK gte th 

考虑 拓扑 空间 [0,1】, 其 中 [0, 1 JRE RH Fh c (0,1 )*. BD 
表示 * 王 (zz を WN), A Oal ane N. mR AC(O,1]*. 
定理 M 

ARAL OF SAR KER ZH ueCA HS REA 
aa FORA. 


(13) pate) = tas glu} = fis nh E N * 
RA paCNIA RA Lija. 


证 : 由 吉 洪 诺 去 定理 ,[L0,1]* 是 紧 空 间 , 令 
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plr) = > | = EN = (yn E N). 
n= 应 


则 是 [0,1 了 上 的 距离 ,于 是 婉 也 是 距离 空间 . 

显然 EEREN, 4) =n (cE (0,1 BEEN MT h E 
R 上 的 限 制 2.0) =n (ue A) th EEE. 

现在 对 EM 按 下 面 的 递 推 基 系 定义 


ュー1 
(14) we) = hl) 一 Slain, z € [0,1J*. 
r= 1 


则 pe € ww) 是 [0,1 了 一 [0, 菇 的 连续 映 象 ,将 p 限制 到 Z E, H 
(8) 得 


g(a) 一 了. 
TT js RCO NFER LEZAN. 
下面 自明 A FEO.) AS PA. 令 
(145) R= {z E [0,1] = 1m) SS On E NG 
显然 ACR, 往 证 AR. PEE, 度 rER idee) =g FM O 
Lll + 


Utz) 一 Sane. 
a=0 


由 (14), 井 注意 n=l, p= p—gne Nn) ,得 


Ut) 二 1 十 S ore 
a=] r= 1 


一 1 十 や アア 


- 20- き 1 分 析 方 法 


从 而 


zhi, 得 Dod FH TCR .但 由 (15), REAR, 从 而 Z 
=R EAR. # 
由 上 还 定理 的 证 明 , 我 们 不 难得 到 下 述 推论 . 
推论 1 
设 zE[L0, 1 六 , 则 zE 欠 的 充 要 过 件 是 在 在 非 负 数列 SHO, 


ne NN) 使 
C16) n=l, = アチェ = rE mM. it 
a 
推论 2 
A rE (0.1)*, ce BARRERA nol BAER HON 
A 
(17) や (一 De > 


RP AR ioe, a OER. 


证 : 令 六 = SC 1) D ween Cr E IDE 
k=] i 


pio bay 


非負 数 烈 , 容易 由 Q0),(11) 表 送 式 的 唯一 性 得 出 (16) 成 立 。 A 
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52 概率 方法 


5， 马 氏 链 

我 们 假定 读者 熟悉 概率 论 与 测度 论 的 基本 常识 . 

给 定 基本 概 滨 空间 (2 7, P), S 是 有 限 或 可 列 集 ,定义 在 
(9,7,P), EMR S BASLE WF X= Gn ND 称 为 
Fev ES ECE CH RE AR ARTO E SE RS RSE) ,如 果 对 任意 
GES REN 有 


(1) P(z, = j| Xo, Xe Xn O = PCX, = j| Xi), 
m RIH JES, 
{2) py = P(X, = j| X: = i), 


RRF xE NM .条 件 (2) 也 称 为 时 齐 性 . 
如果 X= EN) EBRA. 由 (2) 有 
SO GIES , m= GES. 


从 而 アー (ji る) 是 随机 矩阵. 这 个 随机 矩阵 称 为 马 氏 链 X 
的 转移 慑 率 算 阵 ， 反 之, 任 给 随机 矩阵 P(t ES), BRA 
的 Kolmogorov Æ, — se 7F7E BR X= CXR EN) , HEP SE OX 
的 转移 概率 矩阵 ， 

在 此 意义 下 , 马 氏 链 的 转移 概率 矩阵 与 随机 和 矩阵 是 相同 的 概 

然而 ,由 于 有 了 马 氏 链 的 概念 ,有 关 随 机 矩阵 的 许多 分 析 性 
质 ; 可 以 用 概率 论 的 述 语 简明 地 表述 出 来 . 甚至 用 分 析 方 法 不 容易 
得 到 的 某 些 结果 ,用 概率 方法 则 很 容易 获得 . 


+ 22 - 52 概率 方法 


设 X=(X.,2EN) 是 马 氏 链 , 并 假定 XS. 令 
(3) m= 0, 


(4) 9, = mink > 0, X, = a). 


(5) a = mintk: pei Ck, XA = a). 
从 而 我 们 获得 了 随机 变量 序列 
0 
在 假定 二 a 之 下 , 现 记 


(6) PCA) = PC(A| Xo = a) 

FHF 

(7) PO = P(X, = a) = P(X. = a| Xo =), nen. 
则 当 Pept JES) 是 X KFA RANA 

(8) PO = a p PaP Pos = PE 


SR Cpe’. EDER ,于 是 用 马 氏 链 的 述 语 我 们 有 结 HB : 设 メー 
(X.a と ) 是 马 氏 链 ， Xo 一 a ， 则 
(9) PCX =a), ENER, 

RZ, fEBe=( nC MER, 则 存在 有 限 或 可 列 集 ゞ 和 
aES, 以 及 号 上 的 马 氏 链 外 二 (XX, rE N) 使 
€10) u = P(X, = a), nen. 

現役 メー(X., 2€ NW) RE ,Xo 二 a S LE P= Gij 
と る ) 是 XxX 的 转移 概率 矩阵 , 记 
G1) u = PO 一 PCX, = a) = ph. 
B 0 で 大 で 大 で … k KE NG=1,2,-",2) W ABRE 
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(12) PO = a, = ayes Xe = @) 
=P,“ p, T p 


= the i, a 


Miz aG=0.1,°+) WMD EM . HR 
(13) J- = Baty = 2) i 
= FP, ( Xi ~ g, "r, Xai nt NN. 

i Oke ENGS e OETA 
GA) Pn = kita = kattta = be) = feof ay Sen 

现在 我 们 可 以 把 § 1 的 某 些 定理 的 表述 和 证 明 , 给 以 明确 的 概 
率 解释 . . 

由 马 氏 性 , 我 们 立 其 有 


(15) a =P.CX, = a) = SOP. = BPX = a) 
r= 1 
= Dist nEN., 
t=1 
其 次 . 


C16) Sip = wm RS Ll 
(15),(16) 就 相当 于 $1 中 定理 1 的 (7) 和 <6) 式 ,从 而 我 们 
就 获得 了 定理 工 的 简单 的 概率 证 明 -. 
下 迷 定理 的 前 半 部 分 只 是 定理 V 的 重复 叙述 ,但 用 概率 方法 
予以 证 明 ,后 半 部 分 则 给 出 了 两 个 更 新 序列 在 运算 多 之 后 所 得 到 
的 新 的 更 新 序列 对 应 的 『 序列 的 明显 表达 式 . 


定理 


iE w 王 (ae NNER, r=, RENDER, w 


+24 $2 概率 方法 


(7 了 wus R 
其 总， 如 果 (gw 所 N) + Chani E NG) 和 Chane ND 分 别 是 Hye 和 w 
的 中 序列 ， 则 


(18) 了 一 > 5 >> みな ay E N. 


i=} asl a e pap sm, te bm 
ay toe + aye my te +m 
= 


其 中 所 有 下 标 CSSisSO , mU<j<s) 都 取 正 整数 


证 : 设 X= (CX, nC N) 和 了 二 (7,, 4 と が), 是 取 債 手 $, 和 SL 
个 独立 的 马 氏 链 ,， Xo=a€ sS, Yoo bES:, 日 we PCX,—a), oe P 
(Y.=a), & 
S= HX 8. Zn = (XY), REN. 
则 Z= lab) 。 H Z= (Zn 2€N) 是 取 值 于 3 的 马 氏 链 , 且 
PP = P(A, = (a,b)) = PCX, = a PCY, = b) 


= WY, = hy aeNn, 
从 而 w= Gn 2 DER, C17. 
欲 证 (18) 式 ,我 们 令 
ho = Èo = Ag = Û, 

而 对 EN 。 AAH AHE 

tm = minik > his Xi = a). 

る =min(k > 445, F = の 。 

A = minh > ioa Zi = (a,b) ). 
其 次 ,为 书写 方便 , 令 


0) 


GR PE AN BE = 25 。 


B=, =a toe ba lain 


ーー foe biel Ss) 


则 最 然 有 
(19) Fe =Po.n la 一 了) 
= $, D Pol Aid), rEN. 
t=] #=]1 
然而 


(20) Peasy (ALA) 
_ 5 Benl B N 0). 
abe pam te time 


キー toe om te tom 
Aggi ilga l) 


由 于 X5 Y 是 独立 的 ,所 以 
(21) Pil B; 「] Cal = PC BPC, 
= Ga hn eh 
最 后 一 歩 用 到 (14) 式 , 特 (2 代入 (20) 再 代入 19) 就 往 (18〉. # 


6. 高 散 再 生 現象 


还 有 第 二 种 硫 率 方法 研究 更 新 序列 ,这 就 是 离散 再 生 现 象 . 
设 Z= nE N) 是 随机 变量 序列 , Zo= 1 而 对 eel. 名 仮 
取 0 或 1, 称 工 为 离散 再 生 现 象 如 果 存 在 数列 {z,nE 斑 ) 满足 w 
=] ,使 得 对 任意 符合 条 件 
Osada cy 
的 整数 列 二，… ,5 均 成 立 


(22) Mh, = Z, = 1) = Tie- 
ra] 
下 面 的 定理 阐明 了 再 生 现 象 的 “再 生性 ”， 


定理 
TE A= CA, HE ND} me ARR AE Oe eee de tags? vw a Ae T 
AREER RR 
0 
则 


(23) í [Taz] Ta.) = | II4g) EÍ TIZ) - 


证 : 我 们 有 
s( [Izz] Iz...) 


t=] 


ーW( = = Zp 1) 


A mm 
= EENE ,rT Lis, 
t=] トキ] 
M m 
= Ls sr [iner itr 
一 am 


=E T127) EÍ Tiz.) . tt 

应 用 上 述 定 理 , 我 们 可 以 得 到 下 面 很 有 用 的 公式 , 设 5 一 (2.， 

nN) 是 再 生 现 象 ,而 
0 
其 中 了 H iUi) 均 为 正 整 数 , 则 
(24) PCL, = oy SiS mB = 1,4, 葉 す の 
= PCA, = a, Sige my Zr = IPA, -r = Al SiS a). 

其 中 a(igiccetm) ROR 1. 
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Pia ee FER CR SL BIE I) 
的 关系 . 


定理 区 
HZ=(A.2EN) 是 离散 再 生 现 各, 则 (22) 中 的 u= OnE 


NCR, AZ =ne NCR, MAEAEA ZH 
(Z,,n€ N 4B (22) & È. 


证 : 设 45.6) 是 离散 再 生 现 每 , 令 
(25) f =P = 1), 

fi =P =e = 2-1 = 0,2, = 1), wie 2n en. 
则 fsz0 @EN) H 


SS = PL = 1, 存在 * と が ) 1 
但 是 当 r22 时 


(26) fi = ECG — Adee — BZ). 
Mi Z ARR OBR 1. Bur 
Zr = Bika + >A OD n pe 2 
bed 


ATi dy (22), (25) 得 
m= PCA, = 1) 


4 


= BBY + DOL — Ade — 4-44 


t=} 


x 1 
= fin- + D Pi S e HB [= ASS l f 
k- ł 


+28. S3 Kingman 不等式 


= Diss 
从 而 u= (a, ne NDE A. 
RZ. WM usone NEZ , MEHARRY Ss 上 的 
SE X=(X.2EN) XoHa€ H 
“= pS = PX. = a). 
现在 定义 S 上 的 函数 p: 
gad = 1, pe =—O0, bE Sa}. 


并 令 
Z, = p(X.) , ne N. 
则 Z= nE N) BRILE ES, CB 0 Be 1 4 to E 
整数 , A Omelet, AT 
PZ, = Z, = = Z = 1) 


从 而 Z= nE R) 是 离散 青 生 现象 tt 
$3 Kingman 不等式 


7. = fet Kingman 不 等 式 


二 阶 Kingman 不 等 式 是 研究 更 新 序列 的 有 力 工 具 , 它 的 形式 
简明 ,应 用 广泛 ， 
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定理 x 


iR us Cut ENEZ ， 则 
C1) Ua, Se Unis Se Ut + 一 Yas aym ec N, 


证 ; 选取 3 ERO REPL RE P= pui jE S, 使 得 有 saE8， 4 一 
pa, ne NOY 


lim — him = D>) oP pl (x) ppp 


tee 


一 Spelt {ny 


tE fe} 


<> a = 1 — tm it 


tE fap 
8. 一 般 Kingman 不 等 式 
i us nan END 是 实数 序列 ,对 任意 满足 


D = dy A h e oe E hay RE | 
的 整数 列 今 
(2) Fih, ees tay tt = yo 5 h e 
iata 
+ By Ue eee 


ーー トイ マー tpt Me Mae wendy — e 


L a ュー コ 


定理 
KF) u Onn ENER AERE: w= | AES x 
21 REEMA aE 
リー 


-30> &3 Kingman 不等式 


的 整数 列 rts 均 成 主 


(3) Ft crete) 0, DP hu) ET 


证 : RE e=—@ 2ENIER . WHEN , 存在 高 散 再 生 現 象 
ーー バ (みみ 。 ぁ が)。 使 得 満足 条件 

(4) O— fea o で 

HE EER tot, HA 


PCA, = Za = e 一 Ze = 1) = | le- 
1 


设 整 数列 fs iy 満足 4) 而 wo 为 0 或 1 * 令 


(5) 的 (有 Myatt sy) = PZ, =a, |i a). 


在 (5) 中 取 t=, = 1 , 则 得 


名 (有 pu} 
= RA = 0 ,1 rsa 一 1,4, = 1) 


=P, = 1) — PPZ, = Z = 1) 
Ee 
+ 2 PA = 2, =%= 1 


TS se je 


+ (= DORA, = = = 1) 


= Ftt | = 0. 


由 此 ,我们 又 得 


SFG atte tj u) 
k=] 


=>, tee ote istr; Oye .O, 1 pa) 
ょ =1 
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= SOPRA, = = F, 0.%, = 1) 
b=] 


=| -P(A = es ASDI. 
反之 ,如果 二 OE DHE mw 三 1 RAFO ,我 们 需要 构 
te GPL a ZZ ON) MSF = l, aal 只 取 0 或 
l, TALTRE) fry RE Hy ts 有 


(6) PMA, = =4,= 1) = [le ， 
+ 1 


为 此 , 我们 必须 应 用 Kolmogorov 测度 扩张 定理 . 首先 ,对 满 
AL CADP fee ot, A a tte Cn 一 1 けり, n 1 A 
C7) pth srr sd, 14g 0,050,132) 一 Filatit), 


面 当 gmー ぁ ニー ツーw テ 06 時, 念 


(B) ps bd 0050) = 1 — DUR Gye tea). 
其 次 ， 当 CE ge Pays を 个 为 CE , 而 其 余 n—k 个 为 
0 时 , 即 当 
0 一 iy <a eee <a 
RY, a SLOKJE), m= Oh KIKA Ihe), MS 


C9) DLE att tags ttt EED 


k 
= [ {ic ,ir 一 sa) 
m=] 


x エー DIEU 一 外 
由 C7), C8), 《9)、 RUDE COR 6. RAR 0,1 值 的 
yy tt Oh 都 定 XT 


pte aut EAT 5 Ot gu). 


32. $3 Kingman 不 等 式 


由 (3), A RBIEH C7). (8), (9) 的 定 六 是 相 容 芍 ; 从 而 由 
Kolmogorov HE. 存在 {10,1}” 上 的 概率 测度 四 使 (86) 成. H 


9. 简单 应 用 


C103 ma 0 
则 称 x 是正 更新 序列 . 
假定 * 是 正和 更 新 序列 ,并 生存 在 HEN, mEN 使 


{119 Ha im, = Hatim, 
则 存在 p， D0 ご pel 使 
(12) t= py OF nS mt ma 


我 们 现在 来 证 明 上 述 结论 . 
由 三 阶 Kingman 不 等 式 

Haytay 一 
由 C1) (010) 和 (C11) 得 tty, emye ay nr COS 7 Smo). 同 理 有 
Htm Una, COSTS) ， 于 是 当 Orin Cm, me) 时 有 


ーー 因此 

(13) te T tss Ums T Unio 0 Es min Cro mo). 
国定 smin m,m), PODER DEE ER iS 
C14) pts = Miles 0 Er < min (an 。7an )。 

如 果 mm 一 wa， 则 由 (13), C14) 已 得 

(15) wy. 一 i, Ortas m t mo ros eo. 


如果 mm, AWE ma 王 和 we 十 ょ (OSSpcCan H kl. 从 而 有 mt 
no= Ck+ mth. 现 设 非 负 整 数 7,s 満足 条件 
(16) rs mo + ro: 
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r= jn 十 ty OS r S O= jme+ l. 
Ws HE BY HY C139 C14) 


{179 Uppa = dr 一 一 at] Ua Us == the = thes 
从 而 我 们 得 
rpa T 時 GT Ur te Slim t+ an FeO, sO. 
于 是 存在 p, Ops) 使 (12) 成 立 . H 


S4 无 穷 可 分 性 


10. 例 


固定 mEN , (pal > 
(1) m == pn, ne N. 
我 们 下 面 证 明 , 由 (1} 确 定 的 w= 二 (wnEN) 是 更 新 序列 . 

设 5 二 (0,1,… em). ER S LA BRR. CHIE eK PE 
P= (pb JESEN: 


Poo = Pra |= Ps k = ], 2r m; 
Pim 一 1 一 Bos k= 0,1l, ,ns 
= 0,， Ee Wie 


TP SR Bf LR FAR RR E eB H.R H 
现 正面 的 概率 是 1 , 令 Xo 一 0 ,对 -xnE 8N， 
RWE at lrt Zoe .n tom 该 毛 铀 币 的 结果 ,如 果 存 在 EN, 
leche, 使 得 第 十 上 次 出 现 的 是 反面 ,而 “下 十 1 十 天 W 
都 出 现 止 面 , 则 令 Xk, ORT HEIFERS t 即 第 % 十 1 全 et 
m KIN EM. WS XX 二 0 ,二 是 显然 有 


- 34・ $41 ASAT ap HE 


p= PCB n+ 1 RA et mK AEH | 1 Bm HR AIEEE 


ニー un 7 (= N ， 
央 此 ュー Cu, prin) RE NY CR. 


11. Kaluza 序列 


JF Gn NY USL ERIE 


(2) = woe we Sates ne N, 


WRK Oner E NO Kaluza 序列 . 
我 们 证 明 ,任意 Kaluza 序列 是 更 新 序列 ， 
Alt, & 


Pa = Uy. tas EN, 


网 Cy, aE K) BEARER, 从 而 nr noo) 我 们 证 明 
Oe HSE ,如果 >l, 则 存在 <>0 及 meN 1 使 当 neal, 


mæ | 1 En. 于 是 


の 
有 从 而 
tare 《十 Oi REN, 
yt > 0. 从 而 当 boo 时 wimroo 。 IAG ase 
rch. 
Py = Pr A 如 和 N 
于 是 0< pl H 
By == OB Tl Pis ne N. 
=at] 


从 而 


EEN. 


1B. Am 
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1 1 ora) 
o „= [le = [TTT a 
+ b j ù 


aiar‘ 


ni 一 w| [pme 
k=l 
MI fry ONVE SS. Come, nE, WARP PER Cal, n 
ENER RA 


lim af? = wy. ne N. 


JT AAEM. w= Cn ne NIE SF. tt 
12. 无 穷 可 分 性 
w= nO NIE A WRAT EIEE An, MA, 


wP = (tyr E NICH, 
WK x 是 无 穷 可 分 的 . 


TEX 


设 us OnE NER A nb, REN ale ARTHAS 
Ea u Æ Kaluza 序列 . 


证 : 充分 性 , 如果 x 是 Kaluza 序列 ， 则 对 任意 を >0 有 

Octet ll = ah, uF = E EN 
Bott == Cat we N) E Kaluza FES, uM CH , B u BA 
可 分 的 . 


"i Şa 无 穷 可 分 必 


必要 性 . 現役 #8 一 (ynE NOSE ASO SPA A we 0, 2 ON. 于 
是 对 任意 a0, eM Hob weENIE SF. 


PALL CG), aE De 对 应 的 中 序列 ,由 于 > 0. Bee] > 


H m ea nE W. 
n 
f = bg hpu 
z 
seh fe Aaa, ne N, 


从 而 {COE ND 部 是 上 的 连续 可 徽 国 数 ， 而且 显 然 存 
lim fA = |. lim 六 人 = Ü, 下 2, 
i—i 4-0 

ER, ETH 


lim f1 ChY = lim (mm ーー fis 

0 tHE 

lim fz Gi) = lim {fe ** — e "y =— r; + 2r, 
a0 a =i 

lim fs (A) ーー xy + 2r- x 

aah 


而 对 ass. FMAM 
lim fa Ck) =— ty + Za S Lees nR 
af 


由 于 fC 0, HT 六 0 一 0 Cute 2), 从 而 当 alee 时 , CO) SO, 
故 


Pr, | oe a, + fa aoe 2, 
wee, 一 eH ee at 一 Roe 2. 并 


MH) a th ie -37e 


$5 ”遍历 理论 


13. 周期 性 
ETAR SATTOR Bi PERA. 
定理 XI 


E acin ENER ,f2 rA, 0, .出 并 在 唯一 的 
IEA, 

A. dyn Af. mO nE N IG dh fk on la d 49 PER. 

B. 除了 有 限 个 7EN Lesh, ace 0. 

C FÆ A 


(1) p = lim Cr, O< pel. 


Du = (ap n E N) E 2. 


TE: 对 任意 EN, > 
(2) Pa 一 lim inf (un, 
并 令 
(3) d = minr; p => 0). 

我 们 首先 证 明 coo, AYA aAa, 0., 所 以 存在 maoo, 
有 ta >D. 

由 Kingman 不 等 式 

Um == Uns TEN, 


此 即 


・ 38・ §5 idly Rie 


a” oma アテ ren. 
从 而 
fim = lim inf (ttm) Se at’ > D. 
HOS) Ape RAY deco. FHEA fF a 満 足 定理 中 的 ヘーD. 
为 此 , 我 们 预先 证 明 如 下 结业 ; 设 mk EN, (man) =k, 
u>, H 
(4) it, ==, pl 
度数 论 的 -个 简单 结果 知 ,存在 正 整 数 4 及 ,使 
ain—tn he {LE PEN ・ 今 


于 是 


Veer 
boom udp} — 一 
-KB J 
p HE 
te 


上 二 的 整数 部 分 .于 是 当 room 时 ， 


k D | kp 1 

(5) っ | — ont be ae tio 

H mr m MN 」 m 
但 是 
(B) rk = arm — brd = Car — ha)m + Cham — bròn 
应 用 Kingman 不等式 立 得 
(7) aa oe um TUT 
从 而 
(8) Hatt = mr Um — be ik, 
现在 注意 


l ar 
ar — kn = ar — —n + (Thasa. 
4 n 


pope Th T 的 分 数 部 分 , 故 


(9) lim oT— An 一 0 
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其 次 ,上 出 

1 了 ・1 
kn — br = arm bp we (5 jm _ rk [< m 

i ta n n 

得 

hm — br 1 . 

(10) lim ーーー テー. 

poe TE it 


将 (9),(10) 代 入 (8)， 并 注意 uO , 令 * テ em 得 
a= lim inf up Tt > nn 
从 而 证 明了 (4). 

现 证 由 (3) 定 义 的 4 满足 定理 中 的 A~D ,B 是 显然 的 ,由 
(2),(3) 立即 得 到 . 现 证 A, 假定 A 不成立, 则 存在 ON. Eu 
SOA (md =t 由 (3) 知 二 0 现在 设 ? 是 素数 月 pom, 
Mtn zd} 一 k ,于 是 由 (4 ,ww 二 9， 因 为 大 于 mH RBA, 
故 a= 0 ,此 与 (3) 耶 盾 . 由 此 矛盾 证 明了 和 

现 证 C ,对 任意 rEN, 总 存在 sEm 使 @,s> 三 1 且 we>0 ， 
于 是 ,在 (4) 的 证 明 中 取 =r, m= 得 not. 因此 
cil) lim sup ab A pi = lim inf ul 


从 而 由 (2) 和 (11) 得 


pose 


p = lim uli". 


peo 


这 就 证 明了 EC. 
最 后 斑 明 D a HE M ay ue A Sh a 


Mag She fils re ~. 
KTE M, ーー tre MM. 4h oR 4 1 | | [ 
~ = E moo - ， 
t= 向 Sita 一 lj be ne oN. 
t=) kol 


HP fiS fpr (ke N) FR we A. E 


。 $5 ae 


|: 述 定理 中 的 d A uS OnE が ) 的 周期 . 如 果 1, MEE 
u 是 非 周 期 的 . 

假设 u= n nE NIE A, ERMA FORE ff 二 (sn NY. 
Fei b= Ch f. > 0). 则 整数 集合 工 的 最 大 公约 数 就 是 :的 周期 4， 


读者 不 难 用 公式 ws 一 人 fatne N) 证 明 这 一 点 . 


14. Bi E E 
设 u= Cn ne NIE ABA FRR FHC hE). S 


(12) fo = 1— Doh m= > nf. 
a=] n=l 
则 fat , himo. 


定理 

役 On nE NER, A Fe>0 4 BAS Dw a. BS ful 
au B 
(13) Sa =U fase 


mE 


证 : ik 0 ご z ぐ ご 1, wy 
因此 


今 = 本 1 , 得 


や ミー ニュ ョ イル ー Sin) = Iff 


ュー 
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上 式 中 如果 /一 0 ,约定 1/000. = 
定理 XY 


设 u=(M2ONIER, MRA, W 
Bee = Hm iad 
AE, = fo>0 Al 2 一 0， 车 デー0, 中 
(14) ey = afm. 


证 ; 不 失 一 般 性 , $ d= 1. 由 定理 XN , 我 们 只 须 证 明 了 -一 0 的 
情形 ， 记 


则 由 fo.=0.ro=!. M 
(15) ペー Daf. mn. 
现 将 nn RA Ft 
. = San by 
并 注意 n= 1 得 ー 


a = 1 
> Tj, j= > a 一 > PMi ae N. 
ュー ロリ 


， go j=1 

但 是 Pop = l a 

(16) Sri = ran = 1 ne が. 
ュー ョ 

現 全 

C17) A= lim SUP Hp 


FREE FI (HH 4 二 lim m 


”42 SS5 遍历 理论 


现 设 f 0 (对 某 sExw) . FE o> 0, 取 充 分 大 的 整数 Mos, 
使 当 * テ M Bt a<ate A Dy fe PEM m2>28 时 


a 
k 
4, = > SMa 
j=1 


= Sates t 之 Ju- 


s=l iste 
N "e 
= f tis e + > Fiti + > J-i 
j=l yén i=ĦM+i1 


fm + A— foated te. 
TEER PAS Eco, HS e>0 就 得 


(18) ASS, lim inf a-a + C1 — fia. 
因为 soo, HUB 

(19) lim inf u,—. => A 

但 由 2 的 定 叉 (17) , 必 有 

(20) Um sup z, & lim supu, = A. 
由 (19).(20) Al, 只 要 也 >0 ,就 有 

(21> lim th = A 


现 设 fs, = Ose fy, > 0, ba Re TE He Cys tht ale If i a= 
> os, 则 对 s RA LEPR RA 


(22) tim 如 一》 


ko 


由 于 * 是 非 周 期 的 ,于 是 整数 集 L= a:f o0) 的 最 大 公约 数 
是 1 :从 而 按照 数论 的 一 个 基本 定理 ,存在 Sirta E Ly fH si 
oe g Sm 的 最 大 会 约 数 是 1 :而 且 存 在 ss に XN, 使 当 e > so f, 总 有 
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正 整 数 ci,…c。 使 s ニ D jes. 于 是 当 sebit, (22) 成立 
i 一 1 
MERE m<. FF Be> ORM, Dire 再 取 bo. 
j= 二 型 十 1 
fi 24 ke ky BY, m — a9 > M H 
(23) ea 一 Al < By EEN 


于 是 由 (6) ,(15) 及 (23) 得 
[1 — am} = | Syrians — ADI 


M H == oa 
<| Dra anl + Dota の の 
i=ù 


imt j= 于 十 1 3 一 到 十 1 
M 
SOKALE — Alt (1+ Ade 
j=0 


me + C14 Ade. 
由 于 * 是 任意 正 数 ， 从 而 
a= 1/m. 
如 果 m=o0 ， 则 对 任意 固定 的 正 整 数 M, H mnM 時 


M 
l= > ーー 
y=0 


念 を >oo 得 


] 学 ルル 
从 而 再 令 Moo ,得 ぇ 一 0, 即 也 有 ぇ 一 i/m. 
最 后 , 重复 上 述 证 明 ,但 是 适当 改变 有 关 不 等 式 的 方向 ,我 们 
亦 可 以 证 明 
lim inf u = t/m. 并 


-Ade $5 WIHA 


15. Bloomfield 不 等 式 


设 uS nE NNER , MASE Kingman 不 等 式 有 
(24) Mana EE Umha SS Uata キオ ルー Ups m ne WN, 
中 令 moo 得 
(25) a, = 2 — as, nE Ñ 
ERRANA uo /2 时; mia EDAR — AeA PRB 
E R AY 


定理 XV 
ig um n tE NECA Aa >d, M 
(26) t, = exp に 一 og > ne WN. 
— h 
证 : + 


A, = MİN Cu, +r gH, Ja 


设 WAG F JERE PrN). 则 当 ae? 时 
= DO Stie Se he Df 一) 
t=] ァ ー1 


Kp R= 1-— >of. 
由 于 Ay = MIN Citas Ra) + 从 而 
h, > fyi) 一 Fa) + ni 2. 
由 上 式 并 注意 fima tA 


hy, $ alla ー F.) = TTo — F,). 
r= r=t 
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ARIE a> 0 HER e SIE ARAN. RDS OS, l—m AT 
有 


log(] — F, ) ~ log x 
Fa 1 a 


因此 有 


log 2 “、 p 1 
rA wea 
MR f.=1— DFS 0, Blasco (26) 显然 成 立 , 如 果 Se 


= 0, 则 由 定理 XY 得 


Sexp| ee H| Zr.) 


ir 


aa = exp 


ー ei 


log + 《ua D] っ 1E N. H 


| 一 u 


问题 1 


w=. ENDER , 则 由 定理 VY 易 知 


C13 vw? = (ne NOC FR, ke N. 
田 于 这 一 结果 ,J.F.C.Kingman 提出 如 下 的 犹 测 。 
て の) ut = (win C NDC 2H, Azz], AER. 


HREJ EIE C1) REAR HA A) TEE AE BH C20 ne H AE 
分 析 方 法 . LRM REL C 0g Ye PA ACYL fy LE ray ENS. BS 
Aik te -- PSE Gp Ar fed del oT Dike sis Ap A ACTIN EER TER 


“46 36 和 问题 


也 洗 证 明 (2)? 是 十 分 困难 的 ,除了 应 用 Kingman 不 等 式 之 外 ,看 不 
到 任何 有 希望 证 明 (2) 的 其 它 途 经 . 


问题 ! 

设 "一 (pijES) EIER. HEMI , 対 任意 geS, 
BA OP. 2EONICH RZ. Bba=-(uynENER , Ih ee 
1 7ETEREPLE RE P A acs Hap, nN. 定理 1 与 定理 工 建 
SEY IX PERT BG BK A Se REY A RA EA dd. 

现在 提出 的 问题 是 , 如何 给 出 马 氏 链 非 对 角 线 元 的 特征 刻 
划 ? Ma Sa P= (FES) ROLE, 4 ij TA GR, 
rE N) Bl A AS oe ELCs a IE OA Al Rl? 

Fd [By A A RE. A EP "一 (cxE NE 
足 条 件 


(3) a= 0, Zail, ne NK. 
如 何 判 断 是 否 存 在 某 个 随机 答 阵 P= Cpt jE S) 及 od CS 使 
(4) BP 一 ty nen? 


对 于 上 述 问 题 , 人 们 容易 想到 如 下 的 途径 . CX NW) 是 对 应 
于 六 的 马 氏 链 , 则 
(5) PP = D epee”. 


其 中 


(E) ph = ROX eX, Ady rE AL 
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因此 ,如 时 序列 ag 一 (ae NM) 満足 (4) , 则 它 可 以 下 成 
(7) a, 一 > ou rE N, 
其 中 =E DER, Ti b= Cbon E N) 満足 条件 
(8) n>0, EN, EL 
反之 ， 如 果 EA As HEO, O, 则 存在 随机 矩 际 PRed€ 
83 使 (4) 成 立 , 然 而 又 如 何 根据 a 确定 上 及 ?因此 问题 仍然 未 蓝 
解決 . 

问题 1 如 能 获得 满意 的 解决 ,对 马 氏 链 的 研究 肯定 是 非常 有 
意义 的 ,特别 是 对 连续 时 间 马 氏 链 的 研究 (参看 第 三 章 的 问题 ). 


注释 

Feller 《1949) 首 先 提 出 循环 事件 的 朗 念 ,这 实际 上 是 离散 再 生 
现象 理论 与 更 新 序列 理论 研究 的 开端. 

作为 教材 详细 报 述 这 些 理论 的 书目 应 该 首 推 下 面 的 三 部 著 
和 作 :Feller(1950),ChungC1967), 和 Kingman(1972). | 

定理 1 ~ N 是 由 定义 推出 的 ~- 般 结果 ,可 从 上 述 三 部 著作 中 
找到 证 明和 乌 述 . 

HEV ,M 由 ingman(1966) 得 到 , 赤 可 見 Kingman (1972). 

$2 定理 WW 中 (18) 式 首 先 由 Hou(1982a) 得 到 , Hou 应 用 这 
一 等 式 首先 给 出 更 新 序列 半 群 性 的 纯 分 析 证 明 , 以 往 , 更 新 序列 的 
半 群 性 是 用 马 氏 链 ( 概 率 ) 方 法 得 到 的 ， 
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$2 定理 证 和 定理 区 以 及 $3 的 结果 参看 Feller (1919) 
Kingman (1972) ,Feller 定义 的 循环 事件 与 离散 青 生 现象 足 同一 个 
Kaluza( 1928) § Fe HERA: 任何 Kaluza 序列 是 更 新 序列 ,而 定 


HE XI HE Kendall (1965) {#) 34K. 


345 的 结果 参看 Chung(1967) 和 Kingman(1972). $6 问题 


Z, I M, Kingman (1983). 
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$1 再生 現象 


以 五 记 全 体 正 实数 集 : 有 = (0,eo); WR id eth he EH 
4, B=[0,00). 
设 有 随机 过 程 ?一 (2(59 :ER)， 取 值 0 或 1 , 称 为 连续 时 间 
相生 现 象 ,如 果 存 在 函数 Cee) ER) ES 
= 
时 有 
(1) P( A(t) =... = 2) = 1) = Nee ー hi). 


以 后 简称 连续 时 间 再 现象 为 再 生 现 象 . (1 中 的 图 数 pO PR 
为 Z 对 应 的 p- eR R 


2. Kingmam 不等式 


対馬 上 的 任意 画数 が りう 長 
0 


> 


(2) (ちっ の) =P — う ) が (6 な 一 の) 


gaia 


* 50+ $1 再生 現象 


+ >} pt — ec, — 4) 


Li jn 
+ 
+ Eo ly- pp — ーー te) 
与 第 一 章 定 理 W 一 样 ,再 生 现 象 的 分 析 性 质 完全 由 
Kingman 不 等 式 确定 . 


定理 


EGO DAR LAAR MAAR ERE Z= LE 
上 且 以 p 作 为 它 的 pr BRM AERA. AHA al. BAM 
AM FRA 


(3) O tiaee shag) 0, DRaa) SL. 
证 , 与 第 一 章 定理 X 的 证 明定 全 相同 ， # 
3. 引 理 


EPOE 全 站 ,是 ph PEAR CCR HH 
(4) limp. (£) = pii), 
Rp pw Re. 


iE: 由 于 (rR) 是 p- 函 数 , 故 
Fh Ped 0 * SFG bh) S 1, 
j=l 


对 任意 0 一 々 ご ちご … で を 都 成立 . FCO F EE 
有 
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PC 20, DFU tym) Be 0. 
从 而 是 pH RE. # 
4， 半 群 性 
对 于 Pp- 函数 仍 有 如 下 的 半 群 性 质 . 


定理 


to Fm (4) E R) Cpt tC RY 是 pe > 
PU) = ppt), LER, 
区 (の 偽 送 と 画数. 


证 : 设 (210) 6€ R), (AO EDERE EAR, E MAA 
PARE PLA pas 令 ZO) =A) 2,0) E R M OSa 
时 

PGO = 1, ED = PCA) = 2) = 1, 1 Ka) 


一 [jac 一 fid Pel — 1 = |] oc 一 1). # 
a= 1 


5. AR HR 


设 る ー( を (0 tC 了 是 再 生 现 象 ,我 们 补充 定 交 2(0) 二 1, 叉 设 
(P@® ERE ZW p BR RIN EM pCO) 一 1， 
Wik を >0 固定 , 今 


(5) iZ — (Bn) ,NE N). 

则 称 Z 是 Zz 的 离散 骨架 ,如 果 O.E DE ZW AR 
Ae 

7 


《5) ue” 一 《PC yn € N). 


52e S2 RAE Ae 


出 Kingmam 不 等 式 立即 推出 :如 果 OOED 六 函数 , 则 由 
CODE uw MER. 其 次 ,如 果 p 对 应 再 生 现 象 ZM ut 
再生 現象 


$2 标准 再 生 现象 


6. EHE 


I Z= (20) tE EES Cr) CE RE EAT pe 
数 , 如 果 成 立 : 
{1 lim 74) = | 
则 称 Z 旦 标准 再 年 现象, 相应 的 函数 2 PRAHA 
标准 p MME REM BSUR Aa eT el Mic 
号 :今后 以 & 记 全 体 标 准 P- Ag. 
TUTE OE TEER HE ER RATE. aT pe, 令 
pt0) 一 1, Pa p 在 0 点 连续 . 
对 于 - 般 六 函数 ,于 8 Kingman 不等式 3 中 取 * 一 1 Re. 
则 有 
(2) O< pad <1, 
(3) ps) pCO <cplsts) Sas) p+ 1— pts) 
2) 与 43) 分 别 是 - -、 二 了 Kingman 不等式 


定理 m 


per, 


第 一 章 MaRS ・53・ 


A. 对 所 有 60 , >O. 
B. p 在 [0,cc) 上 一 致 连续 . 
C. AIR 


(A) ター lim TC ー が の ) 


He. A Og 及 


(5) pit) Lee *, te R. 
D. 49% gioco, WA 
CRY} jn の ーー PoJ S&a #|， tss ER 


证 : A. 由 标准 性 条 件 , 即 e0 时 , pC 1, AE to 使 当 


EE [Onli pm>0. 现 设 7>0 是 任意 的 ,由 不 等 式 (3) 知 ,对 任意 
nz) 


per) > ptT/ny 
现 取 aTi Ml] peT. 
B. 由 不 等 式 (3) 得 
— pCi — pled) = pls + 6) — pte) 
=<. (1 — att] 一 pls), syd, © RP. 
从 而 
(7) lp + 5) — pQ)| = 1 — pls). 
TÆ p £(0,00) ER. 
C 由 于 Opel , 令 
pelt) = log pti), を を ER. 
回 
(8) pti + s) SS pl) + ols), ts ER. 
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> 
(9) 4 = sup Pe ww 


设 0 ご た こごり し t=nhts, n 为 正 整数 ,而 Ssk. 由 (8) 


pa <2% 十 pls) _ pH), n ah ah , py pD, 
令 k0, 则 自然 s—0, 所 以 
の (の < lim inf wth) 
t id h 
从 而 得 
(105 lim sup Pe =< sup の = lim inf pee) 
由 (9⑨),(10) 得 
q = lim pa) 
m0 É 
最 后 我 们 得 
tim 1 ーー = lim ine" 
+o bed é 
= tim 2@ Loe? _ 
lim t の (の T 
这 就 证 明了 4) 式 . RHC) MER ERE 
p(t) 一 一 log p(t) & gt 
由 此 得 (5). 


D. 当 ご os 时 , 由 (7) 及 5) 得 
lp + 8) — pO | 和 让 一 其 用 一 s 
ーー ts ER. 
于 是 得 (6)， 
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EEN 
HEF, NFEE 


pico} = lim p(t}. 


证 : 由 定理 下 中 A, 更 新 序列 Gc N) AEA. ぁ 
>0， 从 而 由 第 一 章 定 理 交 ， 对 任意 な >0, 概 限 
E(k) = lim plnh) 

存在 , 记 

%Ch) = sup Q 一 の > 
于 是 由 《7) 得 

lg( の 一 pE] | <= pa). 
EPRA] 表示 t/h 的 整数 部 分 ,从 而 

の <= PEA] + oA), 


及 
pte) ze pleh] — ptr). 
于 是 有 
ih) — P) < dim inf pC) < lim sup p(t) < LC) + yA). 
Bp 


lim sup p(t) 一 lim inf p(t) <= 2h). 


由 于 20 BY, p0, 从 而 lim POTTE. t 


站 3 BERS WH 


S3 再生 現象 的 例 


8. 标准 杞 氏 链 的 对 角 线 元 


更 新 序列 与 离散 时 间 马 氏 链 对 角 线 元 虽然 定义 不 同 , 亿 由 第 
一 章 定 理工 知 , 它 们 实质 上 是 我 们 所 研究 的 同一 对 象 ,对 于 连续 时 
闻 的 再 生 现 象 ,情形 就 完全 两 样 了 

设 S 是 有 限 或 可 列 集 , メー(X(D, CC DARA S 上 的 随 
机 过 程 ,如 果 它 满足 下 述 条 伞 : 对 任意 0 ぐち で も で の で 以 及 
HES, en LES É 
(1) PCXG) = KD) = jn 1) 

= POX) = RIX- = 4-1), 
则 称 * AE PCE. 如 果 马 氏 链 X 的 转移 概率 阵 


PCX( の = XG = i), jEs Oeil, 
只 与 t—s 有 关 , 则 称 x 是 时 齐 马 氏 链 ,但 是 因为 我 们 只 讨论 时 齐 
马 开 链 ,今后 就 简称 为 马 氏 链 。 
HARE X, 令 


(2) PED = P(X 4 s) = j| Xis) = i), ij E 8, st Er. 

则 我 们 得 到 R 上 的 矩阵 函数 ， 

(3) PCE) = (p(t) is}? © S), ER. 

Fe ea CE TERR 

(4) DRO, jE SSO =1, ESER. 
JEI 

利 

(5) pult 5) = D pali) pyle), SER, i jE 8. 

res 
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(5) 也 可 写成 矩阵 形式 
PEH = POPE), ts ER. 

我 们 称 (PC の te REE AE XR. 如果 え 是 
GRE CPO) EE R) E E E eS ER EO, 
(6) lim pl) = by, BIE S 
则 称 X 是 标准 马 氏 链 ; 而 CPO) ,t€ RRR DH EAL. 

反之 ,如 果 给 定 满足 条 件 C4)、《5)、(6} 的 标准 随机 秆 阵 , 则 由 
Kolmogorov 定理 ,必定 存在 马 氏 链 使 (1) 与 (2) 成 立 . 

对 于 标准 随机 和 矩阵 , 恒 补充 定义 

mD) = by, jES 

或 者 写成 矩阵 : POOL. 

证 X=(X(),tE RK) 是 标准 马 氏 链 上 且 X(0)= ニ eS 以 CP), 
E RENE HN Ri REE oR 

Om t <a << &, 


则 显然 有 
BCX) 一 … = XG) =a) = [ga — 4). 
从 而 有 
(7) Cpt), £€ R) EP, 
我 们 以 Sau ie hp HEB OLA At CRA 
下 述 包 含 关系 
(8) PE 


然而 ,与 离散 参数 本 质 上 不 同 的 是 ,包含 关系 (8) 的 反 包 含 关 
系 不成立 , 因 此 P 是 实质 上 比 Pu 更 广泛 的 慨 念 ,个 究竟 广 证 多 
少 ? 这 是 我 们 今后 要 研究 的 癌 题 . 
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9. L 型 标准 pA 


设 u= lun rE NCR. 于 是 存在 有 限 或 可 列 集 $ 上 的 随 机 邊 
Mp, ijES) Ra S 使 


tn = pe, ne N, 
又 设 ay) 2M) 是 强度 为 o> OT RAF N LAY Poisson 分 
布 , 即 
(9) mC} 一 eR ， ne MN, 
现在 对 固定 的 を >0, 今 
《10) ga の = Dn OA), 5 うと st 0. 
n= 


不 难 证 明 PC) = (ay) 2. JES), CCR EERE, F 
是 
Pal) © By oH, 
从 而 ,对 任意 u= nne NIEA,a>0, > 


(11) rE) = > jum Cat), ER 
i=9 


WW gE 全. 形 如 (11) 的 标准 -BARA 多 A ARA 记 全 
EZ A RAR. MRA 
{12} LOC Br CC P. 


TAERE EARLE, A 在 多 中 稠 . 
定理 v 


设 pe ae, WAAR FAC kE NICS’, 使 对 所 有 ECR, 
(13) lim pet) = pi. 


证 : 因为 
(pire) n EM EH, FEN. 
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FEA: ma) E DES kKE NH 
aD = SD pak!) on (Ht). 
当 任 给 >0 时 ,选取 8>0 f 
(14) Ins) 一 の 1 で テッ st E€ RH |s— t| <o. 
则 由 (14) 得 
(15) [PO — ROJS や ICO — trk |a ckt). 


s=0 


<ie Dnt + D] mG 


[we Re] ot kt | 一旦 上 eke 


< e+ BD) mo 


Ja— k| eed 


应 用 Tcnebychey 不等式 到 Poisson 分 布 得 
C16) D>) mal kt) X が gd 
lx- H| bd 
选取 b> 20/20", C15), C16) 得 
[PD — p(t) | ce. # 


10. BR pee 


设 gz) (z と (6,co]) 基 0,2] 上 的 概率 分 布 , 又 设 相互 独 
立 随 机 变量 序列 (XX,,nEN) 分 别 有 分 布 ， 


aD Xsara le, k= 1,2,350 
其 中 a>0 而 

(18) P(X» <2) = BG), k= 3,2,3,-6 

FF 

9) So =O, WH KM et Ke, (x EN. 


FLEE MULERO ER), 如 下 : 
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1 z と Ñ; 
1 nt€ N. 
假定 对 某 个 TSCOAZM=1. -FER EER m, 9 で 7 
Sint 容易 算出 S11 一 TT 仍 有 负 指 数 分 布 (17)， 显然 ,在 ACT) = 1 
RAET. THO 2 OA C405) ps) 独立 且 


Z(t) = 


PAT +0 = 1407) = D = PZO = 1), td. 
于 是 
PCT + À = 1,207) = 1) = PCT) = 1) PZG = 1) ， 
t> 0. 


同 理 , 当 0 一 <<ae で mw < で 时 
P(ZG)= 1,1 StS x) 
=R) = 1) []P@G—4)=1). 


因此 , 2= (ZO #€ 8) 是 再 生 现 象 , 它 对 应 的 -ARE 

p(t) = PZ = 1) = D Pisa で は Su). 
我 们 注意 ,? 是 标准 的 ,事实 上 

PED = PLS, St) =e, t> D. 
从 而 rE #. 
我 们 在 本 节 所 举 的 三 个 标准 产 函 数 的 例子 :标准 马 氏 链 的 对 

BRZ 型 上 函数; B 型 六 蓝 数 ,今后 还 要 更 深入 地 人 研究 它们 . 
注释 


首先 提出 再 生 现 象 这 一 名 词 并 加 以 系统 研究 的 是 Kingman 
(1963, 1964,1965a,1972). 本 章 的 叙述 方式 与 基本 结果 均 缮 材 于 
Kingman (1972). 
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$S1 标准 > 函数 的 拉 氏 变换 


L GA 入 画 数 的 拉 氏 变换 

在 研究 标准 六 函数 的 拉 氏 变换 的 一 - 般 形 式 之 前 ,我 们 先 研 究 
一 些 具 仁 的 例 : 六- 

设 peL, FETE t= Ga nO MCR , R I> fË 


ma 


C1) pt) = D CAE) ， é= 0. 

HR. nN) 是 Poisan 分 布 , 即 当 «ceo 时 ， 

(2) mC) = ae EN. 
考虑 形 如 (1 的 函数 AR ER 

(3) (の = [oe , 0 >> 0. 

EDORA ODHE OCHIA.: 


(4) (の) = | ea) dt 


ea | 
= Sa f "gt 
ET > at 


- 62- $1 标准 z- MBit n E 


っ Uy rh = 
2 n} CA + @yett fe Tar 


e 
= > 二 , o> 0. 
PRIN Cf mE mw) 是 = 对 应 的 下 序列 , 则 将 
w=1, w= fm, nEN, 
IRA Gns nE N) DERBIA 
(5) Sar- — l, O<e<l. 
= 《1 一 DiS) 


RCRA CI), 取 2z—a/(e+a) ,得 
| | 
「ー > か Ez + i] 
_ 1 pe ， a> 0. 
a+ atl — fr) ーー やる = 
mÆ f= 1. Wc) = 1/0, HR al aE NN) HCD 


有 pt) = 10E 8). WEAK IW 一方 = > 十 和 因此 
《6) 可 写成 
1 


《7》 #,(0) = = デー * 
ata KAR ー で キリ af 
2; (A+ A) 


CEJ 4,02) 一 二 7, 


9 0. 
但 是 


1 
(3) 1 


ニヤ Ta ュー Un PE 
GLa zos e “e "dé, 


Rae pee - 63 - 


P>, nr. 
和 
(9) — | ete at =L ， A> 0, nee. 
G— 21 da F 
(8) SF COARA C7) 
(10) #,(0) 


1 
= 一 いい f, a- lgo E" 
8 十 Fa — e GHD le te Mgt + Af on 


+ 


0. 
现在 我 们 取 (0,ce] 上 的 测度 如 下 :以 B (0,co] 记 (0,co] 上 
全体 Lebesgue 可 测 集 类 . 4 


ご fa zl 
GD a= | D acm ee 
十 Afel AD, AE B0, œ]. 


Fi 6.0 > ) 是 点 oo 外 的 单 点 测 诬 ,将 (11) 代 入 (10) 中 得 
1 
o+ | ロー の Ace の 


(12)? 是 我 们 需要 的 最 终 形 式 , 它 可 以 表述 为 :任意 pgE 的 
拉 氏 变换 ,都 可 以 表 成 (127? 的 形式 ,其 中 心 是 (0,coj 上 的 测度 ， 
2. B 型 -函数 的 拉 氏 变换 

第 二 章 8 3 已 经 给 出 了 B 型 p- 函 数 的 定义 .现在 计算 它 的 拉 
氏 蛮 换 , 为 了 方便 ,首先 简要 地 重担 - PE EX 


设 (X.,nE€E AN) 是 相互 独立 的 非 负 随机 变量 序列 , 它们 有 分 布 : 
C13) 下 (Ka St} 一] 一 ee k = 0,1,2,4 l 


C12) (の) 一 ， a> 0. 


・61・ il mE- 函数 的 拉 氏 变换 


其 中 a>0 ,及 
CEA) PX a2) = Btlr) , k= Íte, 
其 中 BC(*) 是 (0,co] 上 的 概率 分 布 函数 , 它 在 co Ake AA Wek. 
今 
S= 0, 8 A bee + X,, woe]. 
PLE SE MPE, ER), 
(1 + Sy, = i SS Satir =: 
《15》 20) = Re N, 
10 ， Sopp < 


在 第 二 章 き 3 BIE: OED 是 标准 峙 生 现象 , 它 对 应 的 
ph Be 
(16) pt) = DOP Sa tS Sn) ， IER. 
k= 说 


下 面 我 们 来 计算 形 如 (16) 的 产 函 数 的 拉 氏 变换 ,我 们 有 


(17) ¥, (0) = Fro e "dt = E zo に 
D 0 
[nt 
= E a Held 
之 に 


一 > が te me) 一 Eea) , o>. 
== 


E o"n 一 | e "RO (dt). 
ù 


其 中 
EEV = POX, fe + Xan Sz), re KR. 
由 于 Xie, 相互 独立 T 


(18) ge | Pea -et | [cgo」 
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一 (5 エ - 1 [eano]. 
同样 的 计算 得 
(19) Beas 一 (二 | go 


(183, CLD RA CIT) 得 


Setar) wo 


(20) あの = の ウエ <) 


ョ ーー 


1 = a = or 1『 
= とう Pa le BO| 
1 1 


a ーー 
1 一 saa fe ABG) 


= l 


+ af Cl — と の dBQ) 
Cte] 


1 
o4- | Q —e du 
(0,00 ] 


其 中 a, 0((0,t]) 0B), 2600, | LAER RE. 

上 面 给 出 的 两 类 标准 六 函数 的 拉 氏 变换 有 相同 的 形式 ( 见 
(12) 与 (20)). 注意 到 区 在 安 中 稠 ,自然 地 我 们 可 以 推 想 , 一 般 
标准 本 函 数 的 拉 氏 变换 也 应 具有 类 似 葛 形式 . 为 了 回 竺 这 一 和 问 
题 ,我 们 给 出 两 个 预备 性 的 引 理 . 


; o>o0. 


3. 引 理 A 
设 上 是 50,ce] 上 的 测度 ,满足 计件 
(21) I. tl 一 edu < co. 


+ 66 « $1 WÈ- BRM eR 


并 记 

(22) mit} = alto], LER. 
则 有 

(23) [awa < on, 


证 : 首先 注意 ,在 条 件 (21) 之 下 ,对 任意 > 0. A aCe, oo 
<æ. FAI 


[mwt= f | dtpidz) = | ドッ pdr) 
qd by tion] Tann 0 


= | min(z*1) addr) 
Ehen 


= 2 | (1— edad) < oo. tt 


CO ces] 


4. 引 理 B 


设 eA OURO MAAR RCI. MAALI, 0) EG 
— 69 ER CD CEE) 和 a>0 使 


(24) O= Fro edi 


= [o+ Ja —e*)u(dr)| 。 9 テ g 


(25) mli) = plt,oo] , i> 0. 
则 mC Ze E A ANT Se. C23) 


(26) ld = [zo eg 。 2 > 0 
a 
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存在 : 而 且 由 Fubini 定理 ， 


(27> Yin CO) 一 [forte | nutdry) 
G iao] 


= F ferau pldz) + Zattoo) 


1 


=F [a ー e“) pldzy. 


其 而 
lim #,€#) = Q. 
注意 pE 0 AS eR, TER oe, 使 当 Geo 时 時 (の 
<1. 
更 以 mm 中 记 m() 的 4 次 卷 积 , 它 由 下 面 的 公式 归纳 地 定 


x: 

(28) me = [more — x)m(a)dz , ne 2. 
于 是 对 we お 的 拉 氏 変換 有 

(29) na) 一 | Mm Cede = (C0))", ai. 


于 是 当 f2=a 时， 


《30) DY | ma Ce nat = PD) Ra 


m 王 1 nm-.1 


om 


4 


(31) 8 の = 人 > 人 一 Dm , te R. 


由 《30) 及 Fubini E WL. C31) Ap PLE ih ah OT BY, 
而 且 它 的 拉 氏 变换 是 
(32) (= f oema = > 1I ゃ (の ) ) " 


时 一 上 
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一 (の (1 + eC) 1， 2 っ 
現今 
(33) F(t) 一 上 一 |zee ， tER. 
t 
则 由 Fubini 定理 
1 


¥,(0) = [derat 二 一 一 i -er | aaasd 
v ? @ Az) 


Lf 
一 也 [| | bisye “dids 


ー テー (の ) ， oa. 
现 将 (32) 代 入 上 式 得 
(34) PCA) = (0 + 9 の Ws(9)) こし Oa. 
再 由 (27), 最 后 得 
Wo 一 |2 十 | aa — e pd}, o> a 
BR ?0 六 y 是 上 的 连续 函数 , 量 它 的 拉 氏 变换 满足 (24), 而 且 p 
由 (C7 Aza) ME— Bie. 并 


5. 标准 六 函数 的 拉 氏 变换 

现在 我 们 可 以 竹 述 本 和 的 基本 结果 ,为 了 方便 ,以 4 记 满 足 
条件 (21) 的 全体 (0,o] 上 的 測度 , 下 述 定理 ,通过 拉 氏 变换 建立 了 
PH AIK ““… 对 应 关系 . 


定理 I 
PEEP MAA “OAR 
(35) $0 = | re = tot [ce uted), 


第 二 章 -所 数论 -9> 


AZ CA, MÄA t PE P OH RS. 


证 : 如果 pes’, Mha, BOS) 过 有 535 的 形式 ,其 中 
由 (11) 纵 定 .由 于 此 于 是 人 ,co] 上 的 有 限 测 度 , 故 wea. 
Wik pC .多 ,十 是 由 第 二 章 洁 理 Y ,存在 (和 和 和 六) 使 


(36) lim pe) = (の > IER. 

er FR ri ik CGEA, RITE 

(37) lim (9 = 9,0) ， 9> 6. 

(A 加 已 有 形式 (357， 即 存在 (0,ceJ 上 的 全 有 限 测度 jw 使 
(38) 9,0) = [9 十 ja ーー の ag う 】 ， o> 0. 


在 (38) 中 取 9 一 1 . 并 注意 (37) 得 
aD b= tim | 1 十 {0 一 Dal) |. 

因为 图 (>0 e | | Ce Da. RE N] 有 界 , 即 在 在 
M>O, 使 
(39) | ed) EM, REN. 

现 令 
UD BAD [dem ， AC BO]. 
则 C38) 可 以 写成 


|—e* 


ー1 
一 ca) 
€ 


(41) 入 (9) 一 (0 + | 


cm] 1 ーー 


ー | | l Hina), 9 0. 


jon] 1 — e 
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其 中 我 们 将 被 积 函数 4 ーーー 上 二 “连续 地 拓 广 到 0, KEEF 0 AR 
(Ato. 并 命 0 L 

現在 由 (39) 及 {40) 得 
(42) LA([0,c0]) << M+1, kEN, 
TEEN) BRS LO. oJ LH ARE Amar 
nE NRL 00] bf ey BRM EL (TS 

L, >L. 

ARS BRM. NL C0 oee] LAE N E R 
数 , 则 对 任意 77L0,co」 有 


(43) lim Í Stak, Cdr) 一 | 了 (gz うち (dg)、 
wem J [0,00] * [9.ss] 

mi Hob Ray 

(44) Lop M+ 1. 


现 对 任意 o> 0. > 


a, r= D, 
(45) fo) ニ マ ュー と ーー。 0<z<<oo 
l, r= po 


则 foE CLO,0c ], ATT C37), 11), AD 


, | — e" ー! 
(46) p= limf Vocus T= rl, (ax) | 
1 ュー 一 】 
=| | と (つう | ， 0 0 ・ 
rw.s1 1 一 


现在 我 们 证 明 ;: 表 达 式 (45) 中 ,由 8 所 对 应 的 工 是 唯一 的 . 事 
实 上 ,对 本 >0, 由 {45) 有 


TE p- BHi *71 - 


Jarik) 一 FT) = 4e", I 


则 我 们 有 

C47) (四 (十 I) — CH @)) 一 f L, o> 0. 

于 是 如 果 另 有 [0,ce] 上 的 有 限 测度 二 使 (46? 成 立 , 则 下 (47? 必 有 
ze 一 i enn (dx) , a> 0. 


由 经 典 指 拉 氏 变 换 理论 と ニア. 
现在 我 们 证 明 表达 式 (46} 中 的 工 满 足 (0))=1。 由 控制 收 
敛 定 理 我 们 有 


(48) tim 0Y,(0) = lim | ,Ger 
LT 


= im | le e-‘dt = p(0) = |. 
K ee FS re A Ye EB 
(49) imf pepe hn) 7<(01) = 1. 
A486), (48), UDI LUOS 1L 因此 (46) 又 可 写成 
(50) po) 一 (e+ | eee ao. 

現今 

(51) aA) 一 | ahs) ， AE BO]. 
从 而 最 后 得 


#00) = [o+ jo —e-™)ulde)) , > 0. 


72° St 标准 x- RHEL 


EF LH pIE REGDA. OR p E - RE OOD i 
見 gE A. REIER T of BEA A PER il 
友之 Zz RE A, 首先 假设 上 是 (0,22] 上 的 有 限 测 度 ， 即 g((0。 


co |) <Coo ’ > 


1 
Bir) = Ere re p DP ， rE 下. 


Wak WRB RITAR BD pee p tE PAR ERA 
形式 (20) BEB a= 2€ (0,00 ]). (RIB (20) 45 (35) EA A AY. 
Wik zE4 不 一 定 恒 有限 測度 . 対 任意 6 ,定义 加 如 下 : 
uA = aA N (e,00]) , AE AO]. 
则 2((0,co}) = ne,co])<oo. FRA BW AR pe # 使 
ey Fit FR aE He 


w= (04+ | ロー の de) 


i0, 


— [o | La —e “udz) | ‘pt. 


BS 
(お ) = aC Cé,oo]>, mt) = oo bh , i> 0. 
TS WL mC < mee) OOH 
lim mt) = mt お , >D, 
以 ant? sae SPM m F m AY a RABBLE ND. UIRA 
lim mee) = ma), nEoN ,t>O0. 


从 而 由 引 理 B,(33) 以 及 控制 收 全 定理 待 


ーー ーー ‘ Sn ーー a— il pin? 
(D= | | 2 in Ca 
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一 1 一 im >) “C= Do hal? de 


= Hm pC ， IER. 


然而 pC FeO), 由 第 二 章 $ 1 的 引 理 知 ,p 是 ?一 国 数 ,由 上 式 
知 ? 是 标准 的 , 故 PE F. 
再 次 应 用 控制 收 敏 定理 ,立即 得 


(9) 一 | eat = lim eat 


=(e+ | ロー と の ze の | F 0>0. # 


由 定理 1 , 2 HARA OR peP, we 4 成 立 
美 系 6G35), 则 称 e 是 5 的 典型 测度 ,并 记 作 pg 一 x 


定理 I 


pes, pow we A > 


(32) mt) = p((t,co]) , LEA. 
则 有 
(53) pD = 1 一 (‘pc —s)mis)ds , tE A. 


证 :由 引 理 了 已 征 ,存在 oO , 使 て 見 34) 
$0) = (8 F fn lG) TE a> a. 
即 
OT) — BO) = (の (9@) ， a> a. 
HH Fi ER I AE BR BAG C53) . # 
方程 (53) 称 为 Volterra 方程 . 


T- $2 katt 


$2 Kat 


6. 在 多 中 的 收敛 性 
在 他 上 我 们 引进 下 述 三 类 收 襄 性 的 概念 . 


U-K REP, nE NWN) 是 多 中 一 序列 ,又 设 pC, 
RER 上 一 致 地 有 


lim nt} = p(t) , IER. 
WEG. rE MAAT p ;, 记 作 
a) p. >p. 


C- 收 敏 。” 设 (mmE 名 nE NN) 及 pE .号 ,如果 在 真 的 任意 紧 子 
集 下 上 一 致 地 成 立 


lim pitt} = pte) , を 所 kK. 
WPK Cp, BEN) CRE p ， 记 作 
(2) P >p. 
TAM MREP, ENK pC A 
lim p(t) = pte) ， IER, 
WU Cr, nE MEAR TF ぁ . 豆 作 
(3) Pa vp. 


土 述 三 种 收 化 性 ,以 U- BI aT , BE Cp E 
eae NOR PC? Wa 


u E T 


(4) Pa +P = Pa >P > Pe IMP 


FE -Bit + 了 5 * 


4 
pd =e, EEN, Dl, ER. 
Bw m Oo LAE, Bae 


Ateo)) = 二 ,a((0,00)) = 0, nN. 


则 EA EN). 

] 

ェ ユ 
n 


4 の = ーー [a+ Lo ー edz}, 
0 > 0. 
从 而 pp (EN) ;显然 有 
P. +p Kp “>p. 
但 pp 不成立 
稍 后 我 们 将 证 明 在 P 中 C- 收 伊 与 工 收 伍 等 价 , 


8 BKK T KAA RX 


RERE 27 a id S. 

在 定理 I 中, 我们 建立 了 F 与 4 之 亲 的 一 一 对 应 关系 ,但 
当 “=0, 即 «200, o) LM SRR, EMRE mE: 
pCO lLUER) ). 对 于 这 个 平凡 的 标准 p 函 数 , 今 后 在 叙述 和 证 
明 某 些 结论 时 ,往往 需要 排除 它 , 所 以 , 当 需 要 排除 上 述 平凡 情形 
时 ,我 们 以 4 メー(0} 表 示 4 中 全 体 非 零 测度 集 . 而 以 ターts。) 表示 
全 体 不 便 为 1 的 标准 #5 钞 数 . 

以 AO oie RARER, A ar 一 140} 记 ae PS 


The - き 2 Kat: 


SEA au GE. 以 a, 记 {0,5o14 上 上 全体 概率 测度 集 . 因此 
(5) 4 ニル ーー 人 0 ご ォ ー {0}. 
当 pe AWS GES 


(6) LCA) = fa -一 e 5》 alir), AG BO, co], 
则 LEA, RR LE A. S 
C7) ul Ay = | Shen), A EAW. oo ]. 


则 AGE4,(6) 与 (7)? 建 这 了 4 与 水 之 间 的 对 应 关系 . 
ERK, WM LEA 10) 今 


(8) 4(4) = LLAJ, A E BO. oo]. 


OST 
H aca. 反 之 , 加 4 だ ん れ ,。 WATER g. OR goo, L=qa€ Ap. 

现 硅 彼 述 测度 集 的 两 种 收 往 性 定义 . 

以 CC0,ce] 记 (0,<e] 上 人 全体 有 算 连 续 函 数 集 . BLE rE 
NEE Ay AQ ESIE LE Ap. 如 果 成 立 ， 


(9) lim |, SOM Cda) = f, SEDLE, f € CW, æ]. 


rme ] 
WU PRC Lae NEG L. Inte 
(10) L => L 
通过 关系 (6) 与 (7)， 可 以 自然 地 引出 4 上 的 一 种 收敛 性 定 
に 
设 (WE 4aE 条) 是 4 中 的 序列 及 gE A. > 


1) L(A) = | ロー eld), LCA) = fa ー e-*)ulde), 


AE Aoo], EN. 
如果 ニー ニシ エ WMR AT-WATF u. IE 


AE p- -77° 


(12) He > 


9. BARU RR 


下 述 定 理 建 立 多 PAY Teg 4 中 的 收敛 之 间 的 对 应 


定理 I 
证 に ルー と AREN). RE pECHip~ ve a. il 
(13) P >p 
当 且 仅 当 
(14) iy — fe 


1 

证 : 必要 性 , 假定 pp. 则 由 控制 收敛 定理 必 有 

(15) lim p, (O) = #0) ， 0> 0. 

由 定理 1 和 《15) 式 得 

(16) lim | (1 — ee w(dr) = | {1 Oe ™) gtdr) , 
aoe CG, om] ta, 1 


a> 0. 
Ui KEN 及 CE 和 任意 实数 gj sar the D 
k 
Sah, x= 0, 
i-- 1 


(17) 1 = 4 ad 一。 
=} 


l—e*' 


1=1 


则 げ で CL0.ee]、 由 て (16) 式 即 得 


・78・ #2 dr ore 


(18) lim h FO Ae) mlda) 


= f f(z) (1 — の pldz) . 
LE . 


若 命 

(19) Lx) =| (1 — e77) imidz), ECA) = fa — g`") uldz), 
AE BUO]. 
中 18) 式 可以 写 成 
(20) lim fa _ 7 の ) Lldr) = 開 SOLA). 
其 中 了 有形 式 7) ,特别 取 了 为 如 下 的 函数 
etl ge" as 

f= T= Toes 0 Cs で oo。 
jeg 了 (0) 三 1 , 了 (co) 三 0 ， 则 由 《20) 得 
(21) lim | e" hdr) = | epldr) . 9>0. 

aco tO, on (OG, œ] 


由 于 对 任意 Eco], 都 可 以 用 形 如 

a + Sae, a E Rd > 0, i= lenk kE N. 
6) eB. Moto b (2 48 

L, => h 

HSE Mma. 

现 证 充分 性 , 假定 mow. HIDE Lae NAL, ME, 
CC0、eo]) ,wnEN) ER. 即 存 在 Hct 
(22) L.0(0,c0]) <H , nE N. 

由 Volterra 方程 得 


=H AAi -79> 


0S] 一 下 (一 fac 一 sim,(s}ds 
= [ as | (dz) 
o mica ] 


<f, mn Tas), ne XN. 


其 中 miD = aillse). 
因此 ， 对 任意 50 ， 当 0a 时 有 


(23) 1-2. KUHV, REN. 

其 中 

(24) v, = f Caz) , nEN 
wey l—e 

(25) v=] 1 = LT), nEN. 
(ioc] 1 — e 

同 理 有 

(26) ュー pO <4, Oto. 

甚 中 

7 x 
(27) U= | Toe hts). 
(28) r= | 1 raz). 
wmo] | — € 


Mik e0 是 预先 给 定 的 任意 正 数 . 

由 于 工 是 有 限 测度 而 が Gy ディ アローe-7 の (FCO = 1) 是 [0,1] 
上 前 有 界 碧 氏 画数 , 所 以 我 伯 可以 取 9 満足 条件 , 0<@8<<1 , と 
({d}}=0 H 


(29) v= | ーー ル (@) <4, 


as] | — e* 


在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 一 直 固 定 满足 上 述 条 件 的 由 于 


* 80+ 2 WERE 


L,—> LE LEE =O, M tI 


(30) lim V, =U. 
于 是 可 以 取 充 分 大 的 SiO Ce) 时 
(31> Da Z eR , nE N an = tle). 


F IA (23),095), (22 Bal) 得 


3 tH 
ュー な の L Še H n < tet ] Zp 


从 而 对 一 切 EN 有 


GD 1 一 ma 过 十 人 max ロー の) 


4 1 一 e” ret ee) 


Eko hh ae 
lpi +h — pt) | 1 — pla, tetrEeR, we N. 
从 而 有 


(33) jm ウー の | 运 了 十 


9 
+ max (1ー milah). Jalen EN. 
1 


現在 我 介 上 只 要 逃 取 充分 小 的 isi (注意 ;从 (29) 式 以 后 ， 我 们 
的 讨论 一 直 是 将 5 国定 的 ) 使 


《34) 3 hl g4 max (1 一 p(k1)) <>, [al 6 
ーー REE 

从 而 由 (33) ,我 们 得 

(35) (ptt +h) — pt | Se, 


nEON,t, €+ 4E R,fk| SS. 
由 (35) 可 GL Cpt E NELO, co] 均匀 一 下 连续 . 


Rie p Re - 81・ 


Miz e EO. co) 上 全体 有 理 数 集 . 选取 thnEND 的 下 列 
Cpa, kE NE 


lim pC) = p*tt) . LEGR 
其 中 极限 函数 斑 虽 然 只 在 恕 上 有 定义 ,但 由 均匀 一 致 连续 性 , 容 
A eT Sk Lo ce] 上 使 
im p(t) = が (の > LER, 
A eS ! 的 引 理 知 , pte pA EE. 
PEP, pi ~~ uw € A. 
因为 pe ae REN). DEBRA [YAK E E eo 9 


H et. AG et a, pp. 捧 上 面 的 延 明 表明 s Cpe END 
的 任意 子 列 均 可 抽出 子 列 工 收 敏 于 ， 于 是 pp 本 
定理 


APEP, EN BLP PHIM PEP H pop, R 
A. Csr N YD REI ; 

B. pp 3 

C 4-6 66 R) 。 Wp pl C8 aco 3. 


DE: FE OW AY ES EB oP YEAR eee T A BOAR. BAC 
是 A 的 直接 推论 . H 
10. —p (05 EA MENKA 

在 第 二 章 定理 下 已 经 证 明 ,， 对 PE 多 


“82 $2 Wants 


ー ァ (0 = g = lim ーー p®) 


存在 , Hisao. 下 述 定理 将 一 (0) 的 值 用 典型 测度 表示 出 
来 . 


定理 
| 


(35) — FCO) = CCO。eo]) . 


VE: 由 Volterra 方程 得 


p (0)= lim ; ロー pw) 


= iim + ze ー s}in(s)ds 
= (0) = #((0,00]). # 
11. pCoo) 4 $e) WE BY K A 


对 任意 pC? , 由 第 二 章 定理 W 知 , zCco) 一 定 存在 . 然而， 
如果 知道 了 ヵ 的 典型 测度 , 它 的 值 可 以 计算 出 来 . 


定理 
EEP, p~ we As R] 


(37) poo) = (1 + | zro) 


WE: 由 Volterra 方程 得 


(の ) 一 + — 2,00 dC) ， a> 0. 


第 三 章 7 ARE 7835 


即 
(38) 99.(9) 一 《1 十 XC), a> 0. 
TER. $ ! (34) 式 得 (38), 但 那 是 当 WOLL 的 情形 下 获得 的 ， 
由 Volterra 方 程 得 知 *38) 対 一 切 9>0 成 立 . 
现 由 控制 收敛 定理 得 


(39) p(co) 一 loo) Fesur 


= lim {5 ev dr = lim 89,66) 
eo do é ano 


FA (38), (39) BN GT). # 
S3 ”离散 骨架 方法 


12, BARAI PPL NRA 
设 yE 2, 对 任意 固定 的 >0 ,我 们 已 经 引进 过 ぁ HARA 


ap 

(1) uw? = (plank) sn E N) ). 
FAA MCA . ie wR YAH FR 

(2) f= Ch , a EN). 


现 没 «CAB poa AN ARS, 典型 测度 上 与 上 述 的 了 
序列 有 什么 关系 ? 
下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 . 


定理 证 


设 pC BP, BOA pw. HER AHO , w= Cph) END). 
LE J= ENA wth Oh FOS], WAP HER 0<Cg< で 8 


+84 53 SRB 


<oo, Hab RE oe RFC Ca} = alld} —0) 時 ,有 


(3) uab) = lim $ S) AW. 


证 : 设 0 ご z ご 1 ,由 于 


pink) 一 Dk) p(n A) REN. 


k=] 


以 UGD (OsSz<<1) 记 序 列 (pnh) 2 ON) HI RER R, Mi 
(4) Utz) = rns 一 11 一 Bs a 


一 | > oO ロー の 】 7 


TL 


其 中 令 た (テキ ュー Sint, 2 = 0. 


k=l 


固定 OO ,到 =e", i H Pe a ee 
(5) $8) = [Powe at 


Ta Che bk 
= lim kh | e “dé 
lim > が ( ) ak 
= lim hk > p he ™ 
“A tO 


=lim# >} plat 一 emmy} 


soo he hem 


WS n E] 上 的 测度 ， 它 取 值 于 CapaE NU ep 上 
且 满 足 


CB) Falah) = a'f 一 em ， RE ， 
于 是 我 们 有 
ーー 一 上 
(7) = tim | l 一 dz , 0 0. 
aol ct |! — @ 


第 三 这 ”7p- 消 数论 -85 。 


今 9 王 1 WC >0 H 

(8) HCI = lim (し 0,oo]) ， 

从 而 Za L0,00]) CaO) REA RAY. TER TE A Cn, hE NE h 
—0 (4 boo) 和 [50,52] 上 的 有 限 测度 工 ,使 


Li L. 
FH He 
1 — e" ー! 
(9) p (0) = | | P= rcn) | 
— pir ー1 
ー COR + ーー テル (@) | , 9 テ 0. 


然而 由 定理 1 有 
(10) (9 の = (o+ | _ ー と の gg) | 


= [< + | f= - の zC@)| >0. 
由 拉 氏 变换 的 唯 一 性 ,比较 9) 与 (10) 得 


C11) LeO = 1 
和 
(12) BMA 一 | (1 — eatdz), AE ZO, œ]. 


MELATI kE N) Aoa) ,使 
Li, ーー ル 
MAOD Lah. 从 而 由 C56) 和 2) 凡 及 a= adet) = 04 


(13) Hla, b) = [te 


BE. $3 离散 骨架 方法 


推论 I 
设 p 是 [0,co 7 上 的 连续 夯 数 ， 如 果 对 任 症 有 >D，(Cp(nh) yE 
NIE, RÌ pE P, 


VE: AEN) 対 度 的 『 訂 列 是 ば Ka と だ). S 

LiC{ah}) = AFC —e™) , ERE. 
然后 与 定理 亚 的 证 明 一 样 地 建立 (5) 一 (9)? 式 ,再 以 (12)? 定 立 
《0,co] 上 的 测度 s WA 


$C) 一 (o + [0 一 e-“)udez)| ， o> 0， 
HEMI, peP. H 
推论 2 

设 prp E P , piste Ay P~R, phie Xit TOO, N 
(14) pict) = pelt) , EREE 
HEREA 
€15) MC (a,b) = alab), Oca Sag. 

AL 
(16) mCLP co) = [moo]). 


证 ; 假定 (5), C16) 成立, 于 是 对 任意 IAT em OH a, 
oc0]) 一 plc0]) 一 mz(t》， 从 而 由 $1 的 (33) 得 p=. 
于 六 与 严 连 续 , 故 mm 一 PC7)- 
反之 ,如 果 (147 成 立 , 则 与 天 的 离散 骨架 
ul? = (mak), E N), um = (plnh)n E N) 
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在 50,7] 肉 相等, 即 

pilrh) = patnh) , O< mT. 
设 CnC WEN) 5 CfaA) 2 NDA BIE po PART A FORA, 
则 

Fk) = falh), O< nh £ T. 
于 是 由 定理 本, 如果 T Hab PE wD m2 的 原子 ・ 有 

iC (Cg の)) = ttta,b)) ・ 
但 上 ,的 原子 集 至 多 可 列 , 从 而 (15) 成 立 ， 
MB pp 在 [0,7] 内 条 等 , 故 一 下 (0 一 一 严 (0) ,从 而 由 定理 
V 050) 一 jCC0,0c0]))， 因此 由 已 经 证 明了 的 (14) 得 
mC To = mio] — t(D TY) 
= azt(O」oo — m0, T) = m((T,co]). H 


$ 4 右 号 数 与 左 同数 


13. 有 关 卷 积 的 几 个 引 理 


本 节 的 目的 是 研究 标准 p- 函 数 的 导数 问题 . 人 们 熟知 ,对 于 
PE Pu 即 ? 是 其 个 马 氏 链 的 对 角 线 元 时 ,2 在 (0,o0) 的 一 阶 导数 
存在 .然而 ,由 于 名 x 二 全 H Pu APO ARER), 自然 就 
提出 这 样 的 问题 , 当 pC AS aN, ?的 一 阶 导数 是 否 仍 存在 ? 
答案 是 否定 的 . 由 于 答案 是 否定 的 , 我 们 就 间接 地 证 明了 FA 
Pu 

我 们 首先 证 明 几 个 引 理 . 


+ 88・ $4 市 导数 与 让 导数 


引 理 A 


H ue A,m(L) =n 0), VA mO (DIZ m Oh KBAR. NIA n 
I2, mt) AO, co) He, 


iE: 在 $1 gE B EAEN D mea 600,00) JLF hp g. 从 
Wl 2 几乎 处 处 有 限 . HE 


C1) med = | mis emia Yds, ts, 
十 an t 


現在 固定 >0、 以 it BR PREF "一 1 维 Lebesgue 
测度 : 


一 (y= Cais i) E K, wi 0 + 1] 所 了 フリ め = 1) 
_ 


UCORE 


(2) muddy = et [mdm dt ap? 

FAP mn C2 FE (0,00) E F OY SAREE AT (DO Cn 2) 必 
ECO, co) Ee. tt 
引 理 B 


证 HEA, mE = pC (i,co Dem CO 基 m 的 n rk Re, mY 


(3 we の) <am{ 二 | [im Désjds, i> Own DD. 
a 


证 : 借助 引 理 A 中 的 表达 式 (42), 现 令 


Ua = (y © Vrs ye = maxy), 1 < SS 
tj 


DE p- AÈ E 


则 
= Ue 
t=1 


虽然 当天 Ua Uan REA. 但 基 由 于 m( 好 最 多 有 可 列 个 不 
连续 点 , 故 

Loita O Val =O, LEk i kn. 
由 此 


mt) = > 中 mety eem ty ) La dy) 
= nit! Í, mm (ty, Jem Gy Ln (dy) 


上 式 最 后 的 等 号 用 到 明显 的 对 称 性 质 ,而 在 Un E n>. 由 于 m 
是 不 增 函 数 , 故 


wo( の < nt [二 | [mca dsm ey, DL ay) 


| | mm Cty oem Cy, dy 


n 
作 变 换 

s = fiy t oe tid, a= pis, ljal. 
则 有 


mys ne tn a 


ti a—l 
| (+) as | m (sey )erom (824 hs. 1 (dz) 
9 "oa 
=k m| 二 | f m= Cos. = 
H n 


引 理 C 


H BE As mE) =al], mi m 前 R KM AR, 则 


- 90- $』 FSRHA RH 


(4) ptt) = > L'a (2) 
% i # (0,00) 1 age Ht. 


证 :由 引 理 A me C2) Cae) Ft FEC 0,00) E KIRE Be A A 


只 须 证 明 Dyn COFEE E SEA AL a, 3] 0<a dew) 
上 一 致 收敛 即 可 . 


mG) <u in =I MO 3 i> 0. 
0 
因此 , 当 の >0 
m™ (OS a m| + [eee OCs de 
0 
Lam a Ga oe i> 0. 


現役 tE [a,b], 0 で 8 ご < 1, 选取 60 使 
ta) で 号， 
于 是 
mO <a m| 4 ef 2 に て 
其 中 天 是 一 个 只 依赖 a,5 的 常数 ,与 4 Ek- 从 而 
> ve a) < kl l. 
BD > momo fELa dI PS — SWB ATTE P b, (=) ECO, 00) 
eh. # 


第 二 章 ヵ 函数 论 “ 9] ， 


14. 标准 PB MK BY 


前 已 指出 , 4 rEZ, p 的 一 阶 导数 未 必 存 在 . 但 是 下 述 定理 
将 指出 , ぁ 的 无 导数 和 右 导 数 存 在 而 是 它们 之 间 的 关系 可 以 通 
Hep 的 典型 測度 表示 出来 . 


定理 证 


设 ER EAB pa Wp AO, OLHALFRES E 
RP RICE Dp 5 Dep i 

(5) D, pid) — D p CH aUt), O<t< co, 

RE md) =a, ])(E>0) 、 me の (<・) Rom ww KAMEN), 
则 


(6) Dy pl) ニー mt) + フ バ バー Im), i>0. 
a=2 
iE: + 
(7) (の = C—O, t> 0. 
==] 
(8) b(t) = ウー yw), i> 0. 


ュー タ 
故 6O=m@O+n0). HSBC. OPE. MI 
(9} BC+) ot = mee +) — ml —) =— wlth). 
E> 0. 
又 由 人 1 引 理 B 的 证 明 得 


GO p= 1— sea 


= ] 一 [ms 一 Fe. ic R, 
0 0 


・92・ 85 无 穿 可 分 性 


故 得 
C11) Pr PED — D- p(t) = — +) b —)) = ali. 
FA C10) 5448 (6). H 
由 上 述 定 理 我 们 得 出 两 个 简单 结论 : 
lL. 对 任意 pC, Dpp), tE RBR. 
2. 対 PEFP M が (DO COR) 存在 的 充 归 条 件 是 p 的 典型 测 
度 六 没有 原子 . 


S5 无 穷 可 分 性 


15. EA A RAR HE PE RK 


设 FE€ 多. 如果 对 任意 A> 0, DA PEP, WIE? 是 无 穷 可 
分 的 ,以 多 , 记 宛 中 全 体 无 穷 可 分 元 . 


定理 区 


设 PEFP, R peZ SARA PTA RHA 
1) ple) = e EEC. 
AFP rO AIA GBH A (0) 王 x(01) う =0 . 


i: 设 pC, AW 0 用 お SS1, 蔽 ぁ 意 可以 写 成 (1) 式 , 基 中 
0sSz( の < で oo. Rik r>0 .考虑 ?的 离散 骨架 (pCar)yaE N) ,由 于 
pe F, (platy nE NOSE Kaluza 序列 ， 从 而 
(2) (plat)? pla — DT pla tn, n€ WN. 
AF ep 有 形式 (1), 结合 (2) 得 

2zfar) rn DA Harla t DD, nE N. 


YZE -Kyi ・ 93・ 


出 此 立即 推出 
2TCRTY > afin + Ayr) + rlin 一 まう)T) 3 
O<k<in, nEN. 
由 于 ? 是 一 致 连续 的 ,于 是 
2zfa) > rla + P) Fela DD, O< Ea. 
Aa rÆ AE che H OHSS 反之 ,如 果 xz 是非 负 
Hg A OHSS 2 显然 在 [0,eo) 连 续 . 令 
(3) pa) =e *, LER 
则 peeo 在 [90, 吕 ) 连 续 . 現役 *>0, 则 ?的 离散 骨 抽 5CpCnar)， 
ne N) Kala (ESI, ATT GOD ne MCS. 于 是 由 定理 区 的 
推论 1. pe. 现 设 A> 0 , 则 由 (C3) 式 有 
PED = e EO, ICR 
如 上 面 所 证 ; 仍 有 we. H 
上 述 定理 仅仅 给 出 了 p€E 多, 的 一 种 形式 ， 其实 , (1) 式 中 的 
XC (EE 記 可以 通 辻 ? 对 应 的 一 个 测度 完全 刻 划 出 来 , 但 是 要 实 
现 这 一 目标 ,我 们 需要 一 些 准 备 . 


16. 标准 p E bo Bloomfield 不等式 


在 第 --… 章 定理 XU 中 我 们 建立 了 更 新 序列 的 Bloomfield 不 等 
式 , 现 在 我 们 对 标准 产 函 数 建立 完全 类 似 的 不 等 式 . 


定理 x 
设 EE EA ーー 


(4) ple exp 一 h Pin on) adr) 


・94・ き 5 无穷 可 分 性 


一 exp| 一 zo 。 Le R 
ov 
其 中 mC の 一 g(t, po]) 


i: 首 先 注意 一 不 事 実 : 如 果 rE Z.H ploo)>0 则 有 


(5) pCO SS exp | ] » ER. 


l 
| peoo) 
事实 上 , 当 ?coy0 时, 我们 可 以 将 第 一 章 定 理 XM 关于 更 
新 序列 的 Bloamfieid 不 等 式 应 用 于 序列 (p(nh) ze NSO, 得 


log pth} | ] 
1 一 pik) | > 


plaoo} 
现在 固定 と >0。 并 令 ASH, 和 一 oo 取 极 限 则 得 (5) 式 . 
现在 我 们 证 明定 理 的 结论 ,固定 to 0. 令 
ACA) = aA N (0,8) Taboo DAA, AE BO, oo 
其 中 上 5C。) 是 点 上 的 单 点 测度 . 于 是 ぁ で 4. mH aae] - 
国志 


pinh) > exp ane N, 


|, 《ez = | 人 dz) + tu((t,00) | < o0. 
更 设 了 E H pu Mjh EH Yig 


(6) 5 (oo) = (1 4 | zatde)) > 0. 
{0,00 ] 

叉 由 定理 讶 的 推论 2 

《7》 p(t) = pirt), EL. 


然后 将 (5) 式 应 用 于 ?及 利用 定理 由 得 


(カー p(t) > exp 


1 
1- 元 | 


一 expl 一 | ,7 dz) | 
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= exp 


ー | saldz) — ta(0,co]) 
0,t] 


= exp| 一 | min (é.z}u(dz)'| 
ae] | 


一 exp| 一 [mas . H 
推论 
Hp >0 HS 
(8) a = inf(p(s) ; OSes ih 
则 
(9) p(t) <= 1+ alog a. 


证 ; 设 pw ee A, mO =a, ])}, M H Volterra 方程 及 (8) 得 
{10} 1 一 pt) = fpe 一 mlsyds = a [mas. 
o 0 
现在 选取 rE C0,t] 使 pea. Wh Bloomfield 不 等 式 得 
(11) a= plr) > exp| 一 fimes] 。 
0 
由 (19),(1D 得 


1 一 pia [ze =a [ze 
0 
1 
= a log, a # 


17. 引 理 A 


ER pS pO DD, ER A prt E A B po~ 


Hja P papi. A 


・ 96・ $5 无穷 可 分 性 


(12) m= mC], mit) = lhe) 、 
m(t) = (oo]) 。 ER. 

Wy 

(13) mt) Ze mt + mli, ER 

证 : 首先 假定 

GAD g = m0, op < ce。 ge = w((0,00]) < oo, 

4 


(15) BiG) = mD, lg, Bele) = miO, Dp, 2 ER. 
则 Bx) 与 Balz) 是 (0,co] 上 的 分 布 浮 数 . 
現役 (Xs NY(i 二 1,2) 是 两 个 相互 独立 的 非 亿 随机 变量 列 ， 
它们 有 分 布 : 
(16) PX T ey k= 0,1l, Žž," , = 1,2. 
和 
C173 POX, S r) = Blr), k= 12,0, i = 1,2. 
XS 
(18) Sig = O, Si. = Xi foe + Xia nl, i= 1,2. 
现在 定义 两 类 再 生 现 象 (ZCD , tER) G=1,2) 
Ly, Sn CiS Simti 
C19) ZD = < nE Ny = 1,2. 
O, Sungi C E Tiaa 
山本 章 き 1. (OERD G=1.2) 是 再 生 現 象 , 它们 对 应 的 pr 是 
BE の Gー1.2)。 面 ji 一 1,2) 的 典型 测度 是 wor = 
g(a) (rE Ri—1,2). 
現今 


(20) ZU) = AOAC) ， LER 


BSE p- pa Re “97 - 


WW GER) 是 标准 再 生 现 象 , 它 对 应 的 cE 
pd) = pl pd), te BR. 
为 了 证 明 (13) F (FQ),1E RY HA - PER, HER 
以 7 记 之 . RELA 六 ,7 分 别 记 (20D E 中 与 (za 人 ER 的 第 
一 个 零 区 间 的 长 度 . 显然 有 
(21) PO O FS < SV SO + POS, D> Sy ho SOD 
现在 计算 (21) 的 右边 ,由 独立 性 与 负 指 数 分 布 的 性 质 得 ( 参 
看 (16) 至 (18) > 
(22) POS Sa Pi Sd) = PS, SSW IPO, St) 
= P(X < Xn BC) 


== f 【1 oe "ge tds B CE) 
@ 


— — 
ata, Bt) ， LER. 

le] FE 

5 Ss 二 站 一 一 至 ; . 
(23) PCS gy < 2 SS t) as B (0) IE È 
#22), C23) RA C2178 

i 

(24) FP 守り ミー + peo + gf) ， LER. 


由 OSOWO GED 得 r Sat 因此 如 此 かー 
HEA, 刚 ace p=—gatea & 
(25) A(z) = aO, /Cg + ge) 
则 Bi) 是 (0,ec] 上 的 分 布 函数 . 
现在 我 们 证 明 (2(0) ,LE 8) 仍 是 ち 型 再生 現象 今 
X, = minl Xa, Xa). 


并 取 S= RAS 
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So = inf(t;t > ALZ) = 1), 
Sy = inf; > Sa ZG) = 0). 

一 般 地 ,对 任意 REN, G 

So = inf Ct > Sai A = 1). 

S241 = inf G:t > Ss の (の = 0). 
现在 设 

X,= S, — Sni’ n= 2 3。…. 

MH fh TPS) AT EMRA ERRE X, AE HE 
PH: (1) (Xa を NAb AH EA ADLERI]: C2) (Xa RE NE 
上 共有 负 指 数 分 布 的 随机 变 其 序列 : 


(26) PO Xapi = n= 1 一 eT tutn, k € Nyx E R. 
mM Xak ENMIA RA 
(27) POXn = ar) = Br) , EN, rER 


其 中 5(z) 如 25) MERCERO), 52) 的 证 明 纯 属 概率 论 基 础 的 
范围 ,与 本 书 关系 不 甚 宿 切 而 叙述 又 比较 和 烦 锁 ,因此 从 略 ， 读者 不 
妨 作为 练习 证 明之 》. 从 而 (CD :EBD) 仍 是 五 型 再 生 现 象 . 

于 是 由 (24) ,〈25) 得 


(28) POLO = DE — 


(お (ば) + の お は) 


ai + 49 
ER. 
Mitt 
(29 ( +e) — BOD) 2a] BEO + (1 一 BG), 
te R. 


现在 参考 $ 1(20) 的 计算 ,有 
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(30) mE = Cp + gil — BOD), LE R. 
以 及 
(31) ml = gel — BH) , ER, i= 1,2. 


从 而 由 529) ,在 茶 件 (14) 之 下 (DRHE. 
如 毕 条 件 514) 不 成 立 , 则 令 
(32) lA) = AN Cesc ]}, 
AE BO,00],e> 0, i= 1,2. 
并 取 pE P {E poil) LS 


(33) PE) = p pa Ct) , rg 0. R. 
并 取 nE ALE みて. 左足 
(34) Melt) = pe (CEO ]) ， tE R= 1,2. 
和 
(35) ml) = (Loo |) , LER. 
现 出 已 经 证 明 的 结论 得 
mt) > mt + matt) ， E Rye > 0. 
令 一 0, 就 得 (13) . # 


18. AF WR AAKT 
EMR CASH E2 H-HRRARACA. Rimi 
VRS eH pe: 的 一 个 明确 表达 式 , 它 也 是 
Bloomfield 不 等 式 和 上 述 引 理 的 直接 应用 . 
EN 


pe Wl pC 2, 当 且 仅 当 存在 LEA È 


+1004 E5 Ao ay arte 


(36) p(t) = exp | — | _min(t,sduCds) | , EER. 


证 : 假定 有 形式 (36), 则 由 定理 区 知 ,pE P. 

现 设 pe Pro Mik aE 4 使 pp 一 点 由 于 zpE RATER x 
EN nO = OEE RD Mae 4S Fume afl n~ 
t IE 
(87) mt) = po J), mC) = too]), EER REN 
则 由 引 理 A 
(38) m(4) 六 nm, (t) , ER, 2 EN. 

男 一 方面 ,由 Bloomfield 不 等 式 得 


(39) ple) = GC) E expl -x RS LER. 
即 有 
(40) n | mcsdds テー log pd) ， LER. 


再 由 Volterra 方程 及 Bloomfield 不 等 式 得 
1 一 みり = [rt ー 5) m,(s)ds 
= [exp | 一 | mar) m. (sds 
> exp | 一 | mcos) [im (ods, LER. 
于 是 
UD の < ュー | mas exp | 一 [mas) , re ぁ 


由 (39)(41) 得 


TR p- pH BE 


・ IGE・ 


{42} 一 glog! 1 一 [mas exp | 一 ea] | 
` il] i ù 
<— log yt) <n | mS) ds ， tE R. 
0 
現 由 (38) 得 
[xs < ユエ zo LER 
Oo n a 


然而 Fe で co UER. Mm e 固定 时 ， 
(43) ali); = | に owa <= = AQ). 
0 
其 中 ACO 5 n EX FRA 
(44) lim ek) = 0. 
现 将 (42) 简 写 为 
(45) — n log | 1 一 aCe} 
< — log が の & na, Ct) 
由 于 (45 左右 两 边 之 差 是 
C46) nantt} n logi | 一 atje) 
= wa, OI — ee) 十 dl ; 


从 而 lim mwm(D 存在 , 故 


CAT) lim ee の = pC 。 te R. 
{FUE 
CARD na, (ti) = x [im odes = ñ [a (Cs,00 |} ds 
6 D 


= f mint, sJ yn gg) 
tha] 


于 是 由 《47) 得 
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(49) — log pCi) = lim nl . ming, sng tds , ER 
MIA 
J emda) < | minC sedam Cds) 
=a} [amas = f moas 
AEF E Oc 了 上 的 测度 » tE 
fa — e "utdsy < oo 
HRE 


— logs(t) = | mintt,s)n(ds) . 


§6 稳定 的 标准 > 函数 


19. 定义 与 记号 


当 pE P ut E p~ut Ar Bl 4CCO。eo ) で, UR ?是 


稳定 的 . 
如果 是 稳定 的 标准 pg 函数 , 则 由 定 埋 VY 知 
CD ー ァ (0) = g = aD < ceo， 
叉 由 第 二 章 定理 知 
(2) EO — pD | el’ ts8 ER. 


下 面 引 进 一 些 今后 需要 用 到 的 记号 . 


我 们 以 多 * 记 全 体 稳定 的 ,但 不 便 等 于 1 的 标准 た 員数 (時 
然 の 三 1tE 到 是 一 稳定 的 标准 PAR EAT TOPLAS pee 


第 三 章 p- weit ・103・ 


没有 研究 的 必要 ,从 下 文 将 看 到 ,如果 不 排除 它 , 将 会 引起 一 些 记 
号 上 的 混乱 ). 
现 令 
(3) (gh = fp E BS, — (0) = go} Og <ooe. 
于 是 从 定义 立即 有 


(4) pe 一 ， U SE*(q). 
如果 pC PtH pg と Ave > 
(5) ACAD = wl Afg ， AE B(O,c0], 


则 ae a, BP A (0,co] 上 的 分 布 . 
由 定理 1 |, SOs 1 通过 下 述 关系 建立 一 一 对 应 关系 . 设 
pe の *(@)) 関 存在 唯一 的 AE Ars 使 


(6) vo =(o+a| 


1 一 e*)aCdz)| a a> 0. 


(O,cu] 
反之 ,如 果 ぇ と 4， 则 存在 唯一 的 pE 09) 使 (6) 成 立 . 

如果 pC PDH puC AW wea. He E a, AIS IS 
我 们 以 gsー ぇ 表示 到 < OS 4 之 间 的 对 应 关系 . 
20. 右 导 数 方程 

下 述 定理 是 稳定 的 标准 六 函数 所 特有 的 ,对 于 非 稳定 的 标准 
2 函数 显然 没有 相应 的 结果 . 
定理 0 

证 pC P*a) pohe As A 


<7) D pO 一 一 a の 一 I. pe 一 ts |, IER 


。 194・ Sg 稳定 的 标准 ?- me 


证 : 由 定理 Xu 


(8) の, が がり テー が (の 7) + ぷー rm CL), i> 0. 
其 中 (りー のみ (で (oo])。 mt m A n RAAB. h 8 4 SPEC OM, 
Dip 在 L0,00J] 右 连续 , 左 极限 存在 . 而 (7) 式 右边 的 后 数 显然 也 是 
右 连 续 旦 堪 极 限 存在 的 .因此 签证 47? 式 ,只 须 证 明 该 式 两 过 的 拉 
RÆ tH [a] BP eT. 

首先 ,应 用 Fubini 定理 .57) 式 右边 函数 的 拉 氏 变换 为 : 
(9) — a) +9] [pce — De 

ーー 9%,(8) + 4 E Pec — sde~*dtads) 


ーー 4 加 (9) + pOH [antas 


二 一 HO H A Hg な (の ) (の 
= 9 の (の — 1, A> @. 
Emit ale at. 
另 一 方面 ,8 15) B 的 证 明 中 已 经 指出 ,存在 a 之 0, 使 当 9 
Da fit. p (<1. TE Oo 时 ,由 8) 式 我 们 有 


GO p = {Dy perme 


= や (ーー (の)・ 
デー の (1 十 pO), a> @. 
上 式 中 的 积分 号 与 和 号 之 所 以 可 以 交换 次 序 ERD mere) 在 


ES Rial [eb] (0a cb< oo) A H § 2 (38) 式 得 
(11) Yo, CO} = 09,00) — 1, o> a. 


ETE p- whe ，105 。 


比较 (97 和 (117 就 得 (7)， tt 
21. APRA EAB 
FETAR 8 SO 7) 8 A SA. 这 个 表达 


ARI RAE Tp RY LA E a Re a SH R as E 
Æ. 


定理 XI 
设 PE P*a) . p~ Ae A, A 


(12) pt) =e *+ >) f TE 911-97 Cas), {ER. 
a 9 * 


证 : 设 (X.,nE rm) 昆 相互 独立 随机 变量 序列 . 它们 有 分 布 


(13) P Xap Se) =l—e™, AEN, 
和 
(14) (Xm <x) = ACCO,2)>, REN. 
然后 令 
So 二 0， S=X+-- 4+ X,, REN. 
VA 
"1 Sa < Na _ 
ZC) = < ne N. 
LO, Soni) <b Saas 
WI (AG) © 2) ft B- 型 再生 现象 ,而 旦 
《15》 at) =P= 19, EER. 
因此 


〈16) p= DPS << Sr 
a= 


・106・ §6 ERIRE -AR 


= Sirs. < D — Far: その 


a= 


现在 我 们 证 明 
《17) PCS < で の 一 下 (So で お 


一 f PU Spends), LER, EN. 
oD 


nI 
(18) PCS, <0 4) — PGS, で 


= 1 = P(X < 0 = 1— (1 —e*) =e, 
现在 我 们 对 ele 自明 (17) ， 为 此 我 们 以 FF(*) 记 负 指数 分 
布 , 即 : 
(19) FO =PCX, < 一 | 一 上 LER. 
而 以 ge 记忆 的 ?次 着 积分 布 , 即 
(20) FOC) = POX, 十 Xs to + Ke , LER. 
下 面 我 们 首先 用 归纳 法 证 明 


(21) r= | eye "as) 

1- .了 PP 

一 ] 一 ef cm tE R. 
当 r=] 时 , (21) 显 然 成 立 . 现在 假定 (21) 对 某 个 l 成 立 , 则 由 
定义 


(22) rt の = Ë fa eo ye isir 


と 


ge 
= ert 


すす gs! ーー TF, 
fo-e ' ) a pi ds 
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= PO — Teme, LER. 


于 是 (21) 对 # 十 1 成 立 . 
现在 可 以 很 容易 得 到 {17) 了 ,因为 Soden PAS F Fn 
條 有 分 布 2 的 独立 随机 变量 之 和 , 故 


(23) P(S, <i) 一 [roe —s) Ads) 。 LER. 
同 理 
(24) WCS < = frora — s) ads) ， LER. 
a 
PK, h (229 ~~ (24798 C17). H 
$7 问题 
问题 


我 们 已 知 Pa P. 若 paE Pu, 则 3 在 (0,c0) 上 有 连续 导 
数 ,而 由 定理 YE , 当 pE 时 , ?在 (0,co) 仅 仅 存 在 堪 在 导数 从 
而 FAP. 因此 如 何 刻 划 Se PROPER RAT. 
Kingman 花 了 ?年 时 间 沽 底 地 解决 了 这 个 问题 . 他 得 到 下 面 的 结 
果 . 


(J. F. C. Kingman Æ HF; 
设 pC Ppa a. N] pE Sy SARS u A0, co) tE t 
连续 , 且 其 密度 函数 f ARTEEI: 


1) 了 在 (0,oco) 上 下 半 连 续 ; 
2) 或 者 FOS0CCR, KA Ff MA 


* 108 + 57 问题 


LO SUEI, が りら pete ht). 
其 中 a>>0， 当 然 它 依赖 于 了- 
Kingman 定型 的 意义 在 于 : 它 将 标准 号 氏 链 (连续 时 间 ) 的 全 
部 对 角 线 元 素 构 造 了 出 来 - 
现在 提出 的 问题 是 : 如 何 刻 划 标 准 马 天 链 的 非 对 角 线 元 ? 
这 个 问题 的 任何 进展 ,对 于 马 氏 链 的 研究 都 是 十 分 有 惫 的 ， 


注释 


定理 ! 、1 的 结论 是 Kineman(1963,1964) 建立 的 . (AB 
的 证 明 与 Kingman 的 原始 证 明 有 较 大 的 差异 . 可 以 说 是 给 出 了 一 
个 新 的 证 明 . 

定理 了 1、N 属于 Kcndall(1968). 

定理 VY 一 证 风 Kingman(1963, 1964). 

EV 見 Kingman(1965b). 

定理 区 和 站 见 Kendail( 1968). 不 过 这 里 定理 六 的 证 明 采 用 
了 Bloomfieid 的 方法 ,$5 引 理 A 和 定理 X、 叉 的 天明 見 Bloom- 
field€1971,19738). 

SB6 定 理知 和 定理 XH 在 文献 上 均 认为 是 Kingman 理论 的 
直接 推论 , 本 书 给 出 较 详 细 的 证 明 . 

问题 中 提 到 的 Kingman 定理 见 Kingman(1971). 本 问题 也 是 
由 Kingman (1983) 提 出 的 ， 


第 四 章 Kingman 不等式 


S1 (m, 4) 图 问题 与 Davidson 问题 


1. Kingman 不 等 式 的 另 一 记 法 


为 了 方便 ,我 们 把 第 一 章 已 经 狼 述 过 的 关于 Kingman 不等式 
今后 , 恒 以 @ 记 定义 在 五 上 双 值 于 [0,1] 且 满足 下 述 条 件 的 
Atk ik oe 


(1) pCO) = |, PED. 
现 设 gE 对 任意 znEN 及 

(2) 0 

A» 


w+ 


€3> F(t) yt sts BD T= pli? = ` PDPC = i? 


[Ec 


十 > pp, 一 も 一 まあ) -+ * 


十 【一 Dp eG, — tee 一 tna). 
注意 2) 中 的 (4,…, 克 只 是 一 个 不 碱 序 列 . tt 
由 于 05 ニ 1 h 
F(t. 一 Fesh- 
如 果 对 和 任意 满 是 (27) 的,… 4) 都 有 


£1) も あう 0. 
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(5) Slip, hsp) < 1. 
SUK p 满足 * 阶 Kingman 不等式 

UL RE NEME a Er Kingman 不等式 的 @ 中 的 全体 元 
ETERRA 


(6) p= OO Oe D e DLO FP, 
由 第 二 章 定理 I 易 证 
(7) Kan = tm, = (| HL, =. 
nooo a=) 


下 面 为 了 书写 方便 起 见 , 我 们 引进 一 种 简明 的 记 法 . 設 ぁ で の ， 
=a nhs 记 


(8) $C) = Fished, gh) = 1— DF). 


k=1 


则 条 件 (4) ,(5) 就 可 写成 : 
(9) f(t.) S 0, git.) 0. 
并 有 如 下 递 推 公式 : 
ョ — 1 
(10) FQ) = ple) 一 ププ 4) が 64 一 ね) 
k- 1 


需要 等 草 注 意 的 是 (8? 一 9) 中 的 了 (人 和 gs) 不具 依頼 
而 且 还 依赖 5。… ,i 和 p ， 只 是 在 不 致 于 引起 混乱 的 情况 下 才 使 
用 上 迷走 法 . 


2。 (m, RE 图 问题 


FH C7) ,一色 ,因此 为 了 叙述 方便 , 当 考虑 的 某 个 问题 同时 
BREN MS 时 , 我 们 将 多 记 成 2- 例如 OPEN 
Uin 表示 Of CNM & . 現役 OME NU (oo}) t= 
M. USME S 
ab m(p) = min (p(t) 0 ¢< 1). 
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我 们 的 问题 是 , 当 M A xE€ NU {co} AE. > pe OO, li Cp) 
的 取 値 閣 用 如何 ? 

为 了 研究 上 述 问 题 , 令 
(12) AM) = nf sp E = MOS tl), 

aE NU {co}. 

显然 ,对 任意 EX. RANA 
(13) M) Em = min(p(),0 Sts 1) SM = pC). 

因此 ,我 们 研究 的 基本 问题 就 是 求 [0,1] 上 的 函数 


(14) CCM) OSM), sEWU {oo}. 
不 难 从 定义 直接 看 出 ,我 们 恒 有 
(15) MD =0, O&M]. 
因此 上 述 问题 的 握 法 只 是 对 r2 才 有 意义 . 其 次 从 (6) 易 见 
《16) 0= RAN EM EE, KML. 
国 此 下 述 极限 必然 存在 
(17) ICM) = lim WM), OSM SI, 


根据 第 二 章 定理 1 容易 证 明 
(18> TOM) = TM) 


FEE ,我 们 的 主要 研究 对 象 是 IM). 

上 述 问 题 还 有 一 种 更 直接 的 然而 是 等 价 的 所 法 - 

a, MVE(O.1)X (0.1). 如果 存在 pE HUME NU {coo}) 
使 
(i19) 1) = M, mip) = inf (pO, GSi Sm 
NPR Ga, M) E A 可 及 点 ,否则 称 Gn, MOE OO" 不可 玉 点 ・ 
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显然 ,如果 Cm, M) E OL AR ROR ee NU {coo}), 则 
O<im= M1. 


下 述 引 理 是 一 个 最 初步 的 结果 . 
引 理 A 


人 
(mn, MOR OFT AH. 


证 : OF wR .2 可 及 点 ,于 是 存在 pE .党 使 
D= M, m=in G; LiL) 
不 内 一 般 性 叮 设 ml ,由 于 ?连续 ,从 而 存在 ral 使 ps 
m Be asl E p= MWS 
p = plst), EER 

于 是 FE OH, =p , maint GE OSD. 从 而 
mM > 是 RA- # 

我 们 把 求 AONDOS 或 4 二 00), 或 者 求 OC 可 及 点 集 的 问 
PRA Cn, MPR DY BR. 当然 ,最 重要 的 是 求 CD 及 OCB SH) 
可 点 点 的 问题 . 

值得 注意 的 基 , 在 上 述 问 题 的 担 法 中 ,我 们 把 CD 的 合 固 定 
为 MIRARE nS in O A 的 变化 范围 m(p) 在 
-各 的 下 确 界 就 是 AMO ONY (oo) >. 其实, 由 引 理 A 的 证 时 
方法 看 出 ,将 点 1 换 成 任意 rE R ,问题 的 提 法 与 结论 都 不 会 有 任 
何 变化 . 即 设 KD OA EA OM. mp) Sinf p(s) Ot), 
则 mice) 在 OC. 的 下 确 界 仍 是 LOD. 

引 理 A 的 证 明 方 法 叫 作 尺度 变换 法 . 
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引 理 B 
设 #ENLU {co}, (m, M) Æ HLTA SM 
LIM) Em. 
证 :由 定理 直接 看 此 ， # 


3. Davidson 问题 


(mM ARTA. BYR CCM), SMALE, n= 00) 的 
问题 ,是 一 个 十 分 困难 的 问题 ,至 今 未 见 有 完满 的 结果 . 

1968 年 ,英国 科学 家 Davidson 提出 了 一 个 较为 简单 的 问题 . 
他 的 问题 只 是 针对 标准 AAE 即 多) 而 提出 来 的 . 

+ 
(20) ton = inf(M; Tn CMY > 0) 

Davidson 提出 的 问题 就 是 : 求 w… 的 准确 值 . 这 也 是 一 个 十 分 
困难 的 间 题 ,通过 众多 数学 家 多 年 的 努力 ,提出 了 解决 这 一 问题 的 
某 些 方法 ,并 厅 断 取得 了 一 些 进 展 . 然而 ,直至 最 近 , 这 一 问题 本 由 
本 书 作者 彻底 解决 - 本 书 的 主要 目的 就 在 于 介绍 作者 解决 这 一 了 癌 
题 的 途径 与 方法 . 

相对 说 来 , 求 的 下 界 是 比较 容易 的 ,1968 年 Davidson 就 获 
得 了 下 述 结 果 . 


定理 I (Davidson 定理 } 


(21) Ue z> 


a |= 
. 
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证 : HO<g<00,0<ax<ico, + 
{e/a} 
~ g(t — ka) fexpL— 9 一 ka) ] 
(22) p= >> m ， 


tE R. 


t=Ẹ 


其 中 [xz] 表示 不 超过 z 的 最大 整数 . U aO (LEE) 是 稳定 的 标准 
PRRI pe (gq). REE, S AEA MERAC D1, 
下 第 三 章 定理 X 』 知 , で の グ *(g) H poi 

現在 (22) 中 取 和 ce 満足 条件 


(23) 2 < ご? で coo, + 一 1 一方 


由 (23) 得 細 で < で 1, 且 (1 一 <) 王 1, 于 是 在 (22) PR (一 1 得 
(24) ply =e tt gd — eae OFS et tet 


而 p+) 在 [0,1] 是 函数 : 
fe-*, EE EE 

(25) Balt) = Ys bgt Dat, a tS 
Al wt. p 在 [0,ej 单 调 下 降 ; 而 在 [a;1] 上 必 有 p, Ct) Se 
ass1) ,因此 
(26) mp.) = inf(p,@);0S'< 1) テー ター er”, 

根据 定义 ,由 (24? 及 (26) 知 Ce HP e+e") HY TRE, 
Kp o>? ,从 而 由 引 理 A 知 , 对 任意 e PS MSett+e'*" 
《ee 0 My jd P af RA. ASE S| FB B, (CM) Seo"). h F og 2 
是 和 任意 的 ,因此 令 9 一 co ,我 们 就 得 下 述 结论 :对 任意 M<l/e 总 
有 ICM) 一 0. 因此 v1 /e. H 

在 获得 上 述 结果 之 后 ,Davidson 提出 下 述 猜测 . 

Davidson 猜测 : v- = l/e. 

由 定理 工 , 要 证 明 上 述 猜 测 ,只 须 证 s 夺 1/e， 本 书 第 五 ,六 、 
七 章 将 给 出 这 一 结果 的 完整 证 明 ,本章 专门 研究 Kingman 不等式 
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及 其 应 用 ,作为 附带 的 结果 ,我 们 将 证 明 w。s<1/2. 
上 述 问题 ,同样 可 以 对 函数 类 .党 。(2<se<eco) 提 出 ,全 


(27) v = inf (MRM > 0), nÈ 
由 (16) 得 
(28) MBE Dy DE tee IE Yao 


$2 =, =f Kingman 不 等 式 的 初步 结果 


4. 二 阶 Kingman 不 等 式 的 初步 结果 . 
当 rE Has WE $ 1 前 (4),(5j 式 中 取 n= 2,t=s,lg—=s+i, 


得 

(1) (の pt(s) SS p+ a), s,t€ R, 

(2) pce + s) + pls) — p(t) pfs) d, ste R, 
或 者 写成 


(3) Os SS p+ 2) 1 — pls) plt)pls), st€ ER. 


定理 I 


ik pe ,m=mintp(0) , Os 1) M pCl). WY 
fy] 一 十 2, = 1 + 
(4) M << ™ m Sm る 
ihe 当 om SS kk. 


证 :在 (3) 中 取 stt=1,8 

(5) 1 — pCl) p(t の , Otc, 
(6) 1 ュー が 1) S acl —OCl — pte), OsSSrsSS 1. 
因此 
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(7) 1 — p(l) 2 max(pCt}(1 — pl — Ð), 
が 1ー の (1ー pE), Om’ l 
然而 我 们 显然 有 
(8) zOC ユ 一 の ) 
'p の (1 一 1 一 の ), OS 
SUAU p, Mp <p 一 の . 
将 (8) 代入 (7) 并 注意 DSM, 
(9) M <1 — pl — が 0 の) ESEGI 
因此 有 
M & l1 — m + më. 
于 是 我 们 得 到 (4) 的 第 一 个 不 等 式 
当 m 所 到 时 , 必 存 在 * と [0.1] 使 p(w)= 上 % ,于 是 由 (9) 即 得 


i 1) 3 
ws ュー テーラ テー # 


推论 


设 pE HA, m=min( ptt) Otel), Mpc}. 列 


| #O<cm< |， 

C10) M44 , L 

4’ 当 moa: 

证 : 电 第 三 章 定理 X 的 推论 即 得 410) 的 第 一 式 . # 


对 p€ 名 来 说 ，(10) 中 第 一 式 比 (4) 中 第 一 式 要 好 ,因为 对 任 
意 OsSzsS11 二 sz log z 碟 1 一 z 十 2 然而 (4) 是 对 任意 7E OF om, 
立 的 ,而 (人 10? 式 仅 对 に 成立 . 

关于 二 阶 Kingman 不 等 式 还 有 一 个 非常 平凡 的 结果 ,由 于 今 
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后 要 经 常用 到 ,不 妨 作为 一 个 引 理 叙 述 一 下 . 
引 理 


设 pC, MY] pl) > 0,tER. 


证 :假设 存在 人 >0 使 (の 一 0. WS 

{11) A = inf (Cpt) = 0) 

由 7? 的 连续 性 推 知 p(A> = 0. RTT MOA <a Ht pCa) ep p(k — 

各) ;因此 pa = 0 BR pA) =—0. KEARNY H 
上 述 引 理 的 结论 亦 可 见 第 二 并 定理 下 ,那里 虽然 是 对 rer 

氢 述 的 ,但 其 证 明 也 只 用 到 二 阶 Kingman 不 等 式 ， 


5. 三 阶 Kingman 不 等 式 的 有 趣 应 用 
BrE WATER 78 0 R A 


por tet H plr)p(s Ht) 
ー pir + sip) + plrdpCsdp ce) SS 0, 
即 
(12) pir キョ ナカ ワー prp +) 
= (ptr + s) 一 plryp(s) ptt), rsst E R. 
应 用 上 式 我 们 得 到 如 下 的 有 趣 结果 . 


定理 也 


证 pelos, to Rul, vid 使 
(13) pliu + v) = plu) pir) 
RA Agac 使 
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(14) が お =e, EE 十 vo 


UW: 7E(1 29 osteo, r =u 5 一 5 一 上 得 
O = plu + vo) 一 其 (下 
= p(t) (pCa + ov — E) — pdp — の う . 
由 p(t) >> O 及 pluto i pla) p(o—t) 得 
(15) pla +e — 1) = pup — t), Ot». 
AR, ECS PR Ot, 得 
(16) pte — s+ OO tf) = plu — spw — i), 
Otsu, Ot wv. 
現役 0sSssSmin (s), 则 由 C15), 1B 
(17) pla — s -+v ts) = ple t v) = pup 
= plu — s)pls)p(o) = plu — spe + 8) 
同 理 
C18) plu + v) = plu + sp(e—s), OSS es min (ap うか. 
固 此 , 如 果 uv, We 17), a8 
(19) p6 +O = pap, sE RAsti=ate 
如 果 ute, 不 妨 设 w<v, WHA 
p(s +O = po, sgu, sti=utn. 
依 此 类 推 ,如 果 mr ご rts 二 1)u GEN), A 


pis + t) = plsdpt), O a arus HH tSu 
从 而 最 后 得 
(20) pis + 2) = pls) pte), sticouaucte. 
Ti H (16) & (20978 


(21) pis +O = pp), stigutoe, 
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E Outo] AA E C), H re OM p 连续 ,在 
[0,a 十 9] 内 (21) 之 解 必 有 形式 (14). # 


§3 nt Kingman 不等式 


6. BRE A, 


设 r2 pE OC. 于 是 下 面 的 二 阶 Kingman 不 等 式 成 立 : 
1) 1 — p(s) 一 plse) + pisip — a) G20, OS 3) a 
或 者 写成 比较 对 称 的 形式 ， 
(2) 1 一 Psa) > pD — pls, — 51), 0 SS si Ss 

当 p(s)=1 ER) 时 ，(2) 也 成 为 恒等式 . 但 是 当 PEO, 
GDH ps) 二 1 CER 时 ,(2) 就 不 会 是 恒等式 ,事实 上 ,如 果 
(DEL. oA. MAA sl 都 是 等 式 ,而 且 pls.) 一 min (a(t), Et 
Ss.) WHA 1 — ple) Sl pl 0 Bl ple —s se 
p(s2). Os 52, ATT FELO, s] PY C-SI. 

事实 土 ,如 果 我 们 进一步 限制 eC? ， 稍 后 我 们 将 要 证 明 , 当 
P41 CED. AF 
(3) 1 一 pls) > psi) C1 一 pls: 一 819), O< 5, < se 
妈 (2) 式 对 一 切 不 恒 等 于 1 的 PE HY 和 一 切 0O<CsssSasz、 都 取 不 等 
号 . 

因此 (C2) 式 是 可 以 改进 的 ,本 章 今后 的 主要 目的 是 对 pzE 3 
GEDA FP 改进 (2? 式 ， 

首先 给 出 一 些 必要 的 记号 和 定义 . 

AT RRA RNG プッ ー 字 ,下 面 的 定义 中 ,之 2 或 
= 是 固定 的 . 
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设 吕 *) 是 定义 在 10, 再 上 且 取 值 于 [0,1] 的 任意 荔 数 ,如 果 对 
性 意 re KX” FERS ae Re. 


(4) 1 一 pliso Ze ROD — pls dase 一 8). 
Mid ROE, 
由 于 
{5} HD Ha D e = 
故 
(6) RC Rr C C Rao 


取 Ri) =2G@€ C01], We, RE R MA Aane 
a, 

BRERA, REA, M R VRE Z, EP R Vy hz) = 
max (RCz) Rez) ,TITELO,11. HRK BS 
(7) Ro C2) = sup(R(z) RE A), Or 1. 
则 易 证 Br E Ra 

FEPER A R ,我 们 就 得 到 OL PH Re e aR 
不等式 . 
7. 引 理 

EILL, pE KH, LRA 

0 

使 
(8) Be — G1) = Ble — Ga) ee 2 pt, h). 
WER RE Rol Kjin 有 


1 一 g(&) で | pC 
(9) shake) = 2; fw の ーー 
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2 pt, sy) | EOC — ちゆ) 
+ | PE El pm 


其 中 POOF TF BEA PH g ORELID. 


证 :首先 考虑 7 一 1 的 情形 . 由 & 110) 式 得 


a—2 


OL 9%) =1-— fh) — FG — DP) 


t=] 


al 
デー ュー pl) + ウチ (が (4 一 49 一 ph) 


a—i し だ 
十 Sisto 1 — a) 一 DPD 
ュー1 k=! 
= 1 — PE) 一 一 を) 


a—2 
ー Sora — a, — 4) 一 4 ュー ね)) 
= 1 
= | 一 plt.> 一 pih) 十 phi ppl, 一 th) 


一 2 
一 Sfp — ale — hai) 


< 一 人 
— PFW — pt — 4) 一 4 ユー ね)) 
k=] 
= 1 — pli.) pl DC — pl — td 


a2 
ー ラ ザー 一 の 
k=l 


一 ーー pih 一 [A 


从 而 
(10) | — pCi) I= pC) — ay 一 を 12) 
ュー 
+ SUSU ~ pe — &) — pe — CL p — a), 
k=] 


由 二 阶 Kingman 不 等 式 有 
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11) pe コー の < キー を 1 scgscg 一 2 


XE RE &,, EMPH S= hs =h i 
1 一 ple.) ce Rph — h-i) — py — bp). 
Ep 


REPE ーー 4-13) 1 一 pte) 
pli, 一 faa) até — Gi) 
FECT, GODARA FFF 
1 一 p(t) 
= | h9 ipa) 
T ph — G1) a, 一 £5) 
a—2 
_ pla — 4) 
+ OE 一 ?人 一 了 一 有人 


ko — 4-1) 1 一 p(y) 
CO) pt 一 hi) 


(12) Phi) = 


ja wa 一 あー うけ) 


《1 pt, ーー を ュ ) ) 


| GQ — pe — be) 


pt — 6-1) 
于 是 得 


| Pb ~ 
phe ーー 4-1) = 


ROG, — b1) 


a3 pa, — 6-1) 


《1 一 pl. — &-19) 


m— 2 
— FICA 一 ti) 
+ Ds 1- see): 


从 而 当 j= 1 时 , 引 理 的 结论 成 立 .但 是 ,如 果 ぇ 一 3 ,i 只 能 取 1. 所 
以 下 面 假定 nA. 

现在 对 j 施行 归纳 法 ,假定 1 所 js 一 3， 引 理 的 结论 成 立 , 即 
假定 有 


] 一 も) <n — 
(14) pt) th gjini. 
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其 中 
ーー _ Plt, — ba) | ROP — 4-9) . 
(15) a= (i cy ELE)’ SESS 
= "や pt, ーー i) | 
(16) L fo en) mai 
我 们 的 目的 是 在 假定 (14) 之 下 证 明 
1 一 ptt) で 
(17) ht) = Dae + エコ ュー 


为 此 ,首先 变换 《142 中 右边 的 i; 项 . 


a- fl 
ーー ー ーー | 
ad b= 2) sa] 9G BD 


ー PO — ha) 
= Fa l pa — ti) 


te] 


ptt. 一 ia 
— ; ーー ptt, 一 Enj 
= pc- 1 POTES >) 
a—j-2 - 
一 ジテ ~ ey) Plh- 一 i) 
t=1 "į 
一 了 一 了 
1 — pa, — ty} 
+> ro ロー BAS}. 
现在 由 二 阶 Kingman 不等式 
C19) P- 一 WS 一 ts) l&k ja 


な 一 4-3-1)" 
应 用 RER, 的 条 件 得 


R(pCt, ーー リブ 1 一 ptt) 
. Ta < 
(20) な ーー リナ = pte — hi) ptt, ~~ bnji 
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由 C8) 知 一 ちの h — haid HF CID) (20) 代入 (18) 
得 


C213 
1 RC ptt, 一 ーー 1 一 p(t | | pt, — b; 2) 
Læ \ p(t, — hi) p(t, — ti-i) 1 Pif — ba 2 
一 了 一 了 
| p(t, 一 在 》 
十 2 | 1 hk) 
ptt. — iy) | pa, 一 | 1 
(一 ュ ) pu, — ba) j) 
— | 1 一 pih 一 | 一 t,—i-1))} ] 一 pli? 
Pih — 4.5) pih ーー #,—j-1) pct, 一 fy 1 
pC) pO | 
+ ee yt や ro (1 pth, — hey) 
1 一 pfs) 1 一 pCi) 
= 41 FG) tb pha te 
将 (21) 代 入 (14) 就 得 (17)， # 


8. n E Kingman 不 等 式 的 推论 . 


关于 ツ ^(2sSascoo) 画 数 美的 (mM) 图 问题 ,自前 没有 令 人 
满意 的 铺 果 , 下 面 的 结果 是 V-M. Joshi 在 1975 年 获得 的 . 


定理 WV 


设 pE LK) . pC) =M m= ink (p(t) 01), BY 
(22) 1 ゲー -14) ， <p. 


(23) Mpa |i- tomy , Smp 
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其 中 心 是 下 迷 方 程 的 唯一 解 : 


_{, lee 
(24) 2p = [1 + | . 


UWE: 4 2=2 时 , COAR p=0. (23〕 由 定理 I 给 出， 
因此 下 面 假 定 w= 3. 
在 (0,1) PRA A HIE pir) =a. WR he (0,1) + 使 得 
或 者 


(25) Pa) 一 全 一直) ss gs 

或 者 

(26) rth) Sa H pli —f) =a. 
満足 (25) 或 (26) 的 5 总 存在 ,事实 上 , 令 

(27) o = infit pl) = a). 


由 连续 性 知 po) 一 a 如 果 pl—e)<a RR oe ;此 时 GDR 
立 : 如果 pCi—o)>e MR a= la n. et (26) 成立 . 
取 定 之 后 , 现 取 序列 


(28) 1 
使 得 
(29) pla — 6419 pl, — 6) > 0, l&r nl. 


由 于 在 [0,coe) 连续 且 pt0)= 二 1 満足 条件 (29) 的 Getest) 
息 存在 . 

現在 上 人 述 引 理 中 取 R(x) =r 及 j 一 2 一 2 并 注意 二 一 1 及 pl) 
一 上 时 ,得 


l1— M ati, — i) 
_ — BAte E 
(30) P(A — b) >P) 1 pt 一 &) 
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十 | 1 一 pt, — teed 


Ph — teat} 
A 
(31) ニュ ーーー ゴ ロー の ・ 
(32) fa = Br, 1 kn 2. 
则 


l t ョ — > 


GD 名 > マー マル っ > ーー テロ ーー の >a. 


现在 选取 じす も ET WERI (28) 且 使 得 


(34) p — ia) = Br» 1 SS ぁ ー2. 
条件 (29) 量 然 成 立 . 于 是 由 《30) 得 
(35> 


=— + fla + Ge — 29001 — fi) 
=— t A = H [1 - -Ha -o| 


现 记 (35) HAHH で (eg) Wl 


1 
xn— 1 


' at 
(36) G (a) =— 2a + | 1 — (1 の | „Oas 


— = 一 3 
(37) Gita) 一 一 和 十 三 i- Hao] <0, 


a—l i — | 
agl. 
Hy (36) 4G" (00> 0,6 (C1) <0, (387) 知 Ca) 在 [0,1] 单 调 
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下 Be 因此 存在 唯一 的 pe (0, 1) 使 G Cp) 三 0 » 人 而 Cc (p}== 
max(G(a): Oeil). BE m= min (p(t) , Oe 1) 当 pm 时 , 存 
在 rE (00.1) 使 plc =p. 因此 由 て 35) 


1 ュー テニ ー デ キュ ーーー ロ ー め ] 
即 (22) 成立 


如果 m>p , 则 由 で (e) 的 单调 下 降 性 知 , で (・) 在 qm 这 
到 最 大 , 故 得 (237. 并 


S4 标准 ?函数 的 二 阶 Kingman 不等式 
的 改进 及 其 应 用 


9. 初步 改进 


前 面 的 定理 1 ~ 所 考虑 的 函数 类 是 2。, 共 中 * 是 有 限 的 
自然 数 , 这 些 函 数 类 较 广 泛 , 没 有 什么 一 般 理论 ,前 述 的 几 个 定理 
仅仅 是 有 限 阶 Kingman 不 等 式 的 简单 推论 而 已 . 

现在 我 们 考虑 标准 函数 类 .$1 已 经 指出 2 = = 
lim = oO. 对 于 名 ,我 们 已 经 有 了 第 三 章 的 一 般 理 论 -而 量 
对 任意 p と 空 , ヵ 満足 所 有 各 防 Kingman 不 等 式 ,因此 研究 起 来 将 
会 方便 许多 ， 我 们 的 目的 是 改进 标准 * 函数 的 二 阶 Kingman 不 
等 式 为 了 叙述 方便 ,不 妨 重 担 一 下 83 已 经 定义 了 的 两 数 类 
Ra BRO) 是 定义 在 [0,1] 上 上 且 取 值 于 [0,1] 的 任意 函数 . 称 
RE Rn MEME PC P 和 任意 的 OsSsrsss 成立 
d} | pls2) 2 ROG 一 CaO pls 一 s) 
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定理 v 


设 C= (Oe). GE Ra. 


证 :首先 假定 pls) p(s OO— 81) AER REN sued + 六 选 点 列 fstas 
ST 使 


(2) 0S bS h S a g A E 
満足 系 件 
(3) fr = pe 4) ニュ ーー ロー の. 


其 中 sg 王 ma) 王 pm) 和 

(4) f = B= — th). lake 2. 

由 ヵ 的 连续 性 和 pCO) = 1 ,满足 条 件 (2)、(3)、(4) BST Be, 
&- ,总 存在 ,显然 


ー1 


カテ タ テー テッ テロ ーー ニュ ロー の | 


> a pt h 
于 是 在 $3 的 不等式 (9) 中 取 jnr 2 和 RGS (01) 
(6) j — pki) = af,» ーー aplt, ーー i 


taisar Si = l) 


a— i 
ーー pP — &) 十 [ 1—- a- p) . 


在 (6) 中 令 a>oo PEE to hs 
(7) 1 一 sy) E pls pls, — a) +e UTR, 
如果 pls,— 3s) = pls) ; 则 将 上 面 的 推导 应 用 于 Fs 
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此 时 sz 一 sx’ =a UF 


(8) ] 一 pis.) 2 — BCs) pis 一 sy + eTil Ms, =r) 

テー pls) pls: — 31) + eT Te, 
Hie ML CE SZ... a 
10. 若干 引 理 


定理 V 的 结果 已 经 对 标准 ?- 負数 的 二 際 Kingman 不等式 有 
了 初步 的 改进 . SSE AA e PD テ (O0<z で 1) ,所 以 在 (8) 式 
中 ,如 果 O< p(s <1 , 则 当 sis 时 
| 一 pg うー pls pls 一 81) 十 e ETN 
ーー sr)p(Css 一 sr) 十 pCa}. 
为 了 进一步 改进 二 阶 Kingman 不 等 式 , 我 们 需要 若干 引 理 ， 


引 理 A 


如 果 RE Ro, AMS 


(9) Ry) 一 R(x) rly — r), Oray l- 
则 对 任意 了 EP ,有 
(10) 1 一 p(ss) S RC p(s) — p Cs), Os) So. 
iE: HF RE... iE 
(11) | — pls) ce RC pC) 一 pls pls, 一 si), 
0 = an 


(12) 1 一 pis} = RUp(s, — 81)) 一 pls pt se — s), 
Oa Ss. 
如果 pGr sD MH GD 直接 得 (10) .如 果 pn) で (ss 
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—s) 。 叫 由 (12) A (9) 得 
1 一 plsed = RCpCs, 一 うう) 一 が si) が Ks — s) ! 
a RC) + plaid (pls, 一 s) 一 pO) 
一 plsdpls, — s) 
一 RCp(s,)) — ps). it 
由 引 理 A 与 定理 ,立即 得 到 下 面 的 推论 . 


推论 


设 pC Z, p D= M om —m(p) = ini pl , Ot). 
(13> M&E | F më eeo, 


JER RG) =e CP (Ose). HEE VRE... 现在 只 须 证 
AR 満足 (9) 式 , 固定 ce , 令 
GH f@ =e OP — tT? — gy + r r&y l 
则 F GOS e reyre OSAA S E [z,1] 是 
# 的 不 大 画数 , 故 9⑨) 式 成立 . H 
HER NSE —-7+ BRS, R h EAE RAB Pe 
Fi. 
Ap 
G5) Afr) =1, (rl. 
mi CA EN 0l FERR AGE N: 


L 
a8) | | LEN OZZL. 
Atl 


FR (PLE SC RS (4G) EN, 001) 的 一 系列 性 
质 ， 
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引 理 B 


(17) Ai@) = er, Org 1. 


证 :由 关系 式 d5), 16) 即 得 

| gd 一 1 一 >， Omri. 

Ate) 可 
因此 AiD =e, H 
引 理 で 


对 任意 LEN, Ate) 是 [0,1] 上 前 严格 单调 上 升 的 连续 画 数 ， 
而 且 有 


(18) rA Al, ACD S= l’, Ugri 
和 
(19) Ala} — Alte) Sr — mos Omer. 


证 :由 于 42.02) =] 所 以 满足 (18) 和 (19) 式 . 现在 假定 518) 和 
19) 对 1,2,… ,一 1 Hye ep cee ， 则 有 


Af) 
r 


(20) =i 


从 而 由 516) 知 zs Ae) <1. 因此 C18) 对 上 亦 成 立 . 現在 当 rro 
时 ,由 定义 (16) 式 得 


f A f Acis = (1 — a) — (l — 2) 


Atag? S 4a) 3 


即 


| に An) is = (x — ay) 


Atay) Š 
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Ade) 


由 (20) 就 得 


(21) (= — m) > f ds = Az) 一 ACz) - 


Ay 
因此 (19) Xi: 亦 成 立 , HAARE, GD 与 て 19) 对 一 切 EN 
成立 . 至 于 Alr) 是 z 的 连续 函数 ,容易 从 C521) Ah. 


引 理 D 


対人 在 意 * に [0,1] ,有 
(22) An (2) A fe N. 


证 ;仍然 应 用 归纳 法 . 当 上 0 时 
1 = Afr) ee = Alr), oril. 
现在 设 (22) 对 1 成 立 . 出 


(23) f AS s = | A EE 
+2 全 Ay in 3 
由 当 纳 法 假定 Ano Ads) 人 过 = 所 1) ,网 


rts) = A ts) 一 Als} = Ü, Css 1. 
因此 由 (23) 得 


上 1 
| AG) 5 十 f PhS) is — Í AE) iy 
Ago S Aat 8 Agar 8 


所 以 Arala Se Ay iC2). ;从 而 (22) 対 一切 EN 成立 . # 
下 面 我 们 令 

(24) Nz =a, Ort. 

而 对 2 ,归纳 地 定义 

(25) Nida) = NA CAE), Orel. 


由 上 述 定 义 我 们 即 得 
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C26) Nalr) = Alr), 0 <x = l. 


(27) N = AA e ACD e’ E> 2, Ors. 


引 理 E 


对 任意 [EN NG) 是 在 [0,1] 上 前 单调 上 升 连续 函数 ,而 
LA ` | 


(28) r WCg) <1, Srah 
(29) Niza) — Nigar — tm, OR eS rs. 
而 对 图 定 的 cE 10.1) 有 

€309 Naalt) N(x}, LIEN. 


iE: 连续 性 、 单 调 上 升 性 及 (28) 、(29) 由 引 理 C 立 得 ， 又 由 
(18), Nai = MCA ISN), LEN, Ogral A 
而 得 (36) ， 井 


引 理 F 


HER LENA KD) Ne) (0<z 委 1 存在 且 


Anita) 


一 -一 一 一 一 一 一 ， Gara l. 
ALA) * l 


(31) Al pala) = 


和 
32) Nake) = ND |en A Kr 


证 ;由 定义 
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1 
| Aas z, LEN, Oga. 


TL 


将 上 式 两 边 对 2 求 导数 即 得 (31), 《32) hE CD 即 得 . H 


51 G 


对 任意 IEN RMA 
È 


(33) mo = At), rl 
证 : 当 一 1 时 C= sÉ 
(34) Zeu» =e P= Alr), 021 


当 {22 时 NC NAtr)), it 


(35) Seton) = Feranu» 
z T 


— oe [asd (z) grl. 


现在 运用 归纳 法 证 明 (33). 由 (34) 知 /二 1 , C33) 成立. 当 ! 
二 2 时 ,由 (035) 及 Nj(z) 一 z 得 


(36) enamni ーー Ee MAEM, 
x T 
— テー な 一 a State) at at), 0 <= z = 1. 
但 由 (31)， 
BD AD CI. 


ACA r) g SE 4e’ 
将 (37) 代入 GO 即 得 
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SoM ーー Alr), 0 < xm B 
现 设 (33> 对 2 正确 ,网 由 Nig COI = NCA, (27) 得 
(38) wet yt ーー Feo | pony od 12), 
由 归纳 法 假定 
(39) ae 8 YO 一 ACY). 
将 (39) 代入 (38), 井 由 (31) 就 得 
d i. 
の OSE <1. 
从 而 《33) 対 一 切 EN 成立， # 
5 (HEH 
(40) lim.,¢0> = 0. 
证 :由 (39) 得 
(41}) BN eM) 一 [aoda 
0 
特別 念 y= 44100), 则 
(42) eT ONAL, OD gl 一 4 の oe 
0 


的 左边 的 极限 为 


lim eNO ag I COP 一 Lim et My — gr UO? og 


beon foe 


面 (42) 的 右边 的 极限 为 
im | 4e)e 


feos 
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4410 
= lim | ALDIdz 


= lim A,, ,(0}.4,€0) 


Ice 


= iim (40))* 


有 从 而 lim ACO) = 0. tt 
由 引 理 D 知 下 述 极 限 存在 

(43) lim Alz) = A(z), arg 

面 耳 対 一 切 /CW , Alz) SAC) r MASE 知 下 述 极限 存在 

(44) lim NiCz} = N(x), Ofer l. 


而 且 对 一 切 EN, NSN. 

下 面 我 们 给 出 NG) 和 4Cx) 的 明显 表达 式 . 首先 注意 ,由 
(19) 及 (29) AAIEN) 及 (NHENY 都 是 均匀 - -至 连续 的 ,从 
而 A4(*)》 及 Nt:) 是 连续 耳 数 . 


引 理 


(45} ACI) = £, sral 
iE: h3 H R lim 4(0) = 0. 任 给 :之 0 ,选取 上 充分 大 ,使 
Aun (Oe. 于 是 我 们 有 


i= | Va > | Pas Sie 
P 


4 


从 而 


| “Se = — |, 


但 是 AGs AAC+ +) 在 [0,1 JERE ACs) —s,0500< 1. 并 
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引 理 』 
(46) NG) = 1 + og HE, 6 二 sz 所 1 
证 :由 引 理 G ,对 一 切 tE wv 
eR NI (1) = AC), Or. 
从 而 
UD MG ND = | Ets, EEEE 


E CAT) BS [一 ce ,并 注意 (EN) 5 (N (EN) 是 均匀 一 致 
连续 的 , 则 有 


NG) — N(O)= [Soe 0<zr<1, 
= f Ja wants, OSzs1 
于 是 我 们 得 
(AB) ee UNED = g, O<2<l. 
解 微分 方 程 <48) 得 
(49) en RGD 一 core n E, E+E 
但 是 我 们 有 边界 条 件 
(50) N= lim N.Ci) = 1. 
1 


将 (50> {RA C49) 得 e 07mm 一 > 因此 


2 
eM) 一 LEE, airal H 
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ll. 主要 结果 


我 们 的 主要 目的 是 寻求 属于 霓 的 较为 广汉 的 函数 类 ,并 以 
此 来 改进 标准 产 函数 的 二 阶 Kingman 不 等 式 .为 了 使 主要 结果 的 
HE PAS As EBA ,我 们 把 证 明 过 程 所 用 到 的 某 些 事实 预先 写成 
引 理 的 形式 - 


引 理 K 
对 性 意 /六 2 CAPA 7 一 0.1) ,有 
(51) el A(z) <A ND EE Kral 
而 对 ! 一] 有 
(52) z< AlI) =e P= A (x) <I, Oa. 


WE: 24 kl) = Alz, WAG) = Ge — DAC) /e*. 从而 Ae) 
=e 9-9) fy 是 (0,1) 严格 单调 下 降 的 . 
由 定 叉 52) 显然 ,现在 用 归纳 法 证 明 (51) . 当 ? 王 2 时 ,由 


于 
| A 一 [ Se= ie, 0 sczs1. 
4at 8 4G) 8 
因此 
(53) A 4 の = BO = Gat, OSL 


由 于 44(・) 在 [0,1] MRA 2) 也 是 严格 单调 上 
升 的 ,从 (53) 知 ,(51) 对 =2 显然 成 立 . 
现在 假定 《51? 対 2.3 EEZ) 都 成 立 , 因 此 


tfa) aA ke) 一 Adz) ACA Cr) 1 | 


dz z = z? T A) e 
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BARRE (AES) < 0 ,从 而 4(z)4z 是 (9,1》 内 严格 单调 


下 降 的 函数 ,于 是 5/4xz) 在 (0,1) 内 是 严格 单调 上 天 的 . 
现在 由 


= ュー 


Ay, 3 


得 


Airile) 
ACA Cr) 


ATEA ie) 在 (0,1 APES UR EF. FÆ (51) 对 i 十 1 成 立 . 
H 


Af yy Ce) 一 


引 理 L 


对 任意 Ce? ie Ng 是 z 在 [0,1] 内 的 严格 单调 下 降 丁 
数 ， 


证 : 当 ee 时 ,我 们 有 


(54) E (eaa) — GN’ fz) 一 D pann, oxrgi. 


因此 ,签证 引 理 只 须 证 明 
(55) aN! (x) Z 1, Ocr< 1. 

现在 用 归纳 法 证 明 (55), 当 上 一 2 A HE, Nee) = Arle) ， 
由 引 理 K 知 (55) 对 f= 2 成 立 . 

假定 (55) 对 i= 2,046 成 立 . 则 


(56) 2N CE) = 2 EN ACE) ) 


d 
=r guo | に 4 の 和 4 ts) 
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一 ay a ZA 14 14) 14 1€2) 

= Ayi(2) Gp ND fmt Aa ita) 
由 引 理 其 

zA itr) 
(57) Anat) <i, Orl 
而 由 归纳 法 假定 55) 对 /上 成立 故 
C58) Agi tx) NC) [ae l, ocre] 
将 《57) 代入 《58》 得 

an’ lr) 1。 Octr<tl. 
从 而 (55) 対 一 切 / 成立 . # 
引 理 M 

- ad mc) NY 
(59) z+ 開 oF) s gs = Aike) 
LE NOSL 
证 :利用 分 步 积 分 法 得 
(60) | MNO _ f —e anong L 
Ay, fz} 5 Apit? Š 
ーー eT NA, od) 1 ea , 
ー 1 十 Ary 1h) | 。 NY sds. 

BEN 
C61) NCA, CDO = Nai), Oar bl. 
由 引 理 G 
(62) “eT UTM OUNE Cay = Als), 0 SS ss 1. 


特 て 51).62〉 代入 〈60) 得 
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1 リー 
~r h 


_ BN 1 Aks) 
1 + An (2) | 。 の 
PE Wey fe) 
Te TS PSEK] 

SAT 48.059) ° 

下 面 的 定理 是 我 们 的 主要 结果 . 
定理 VW 

AHR IEN RITA 
(63) err E Ro 


证 : 当 i 一 1 AA Nama 、 此 時 (63) 即 定 理 V, 

现在 我 们 用 归纳 法 让 明 (63) 对 一 切 ! 都 成立 . 假定 (63) 対 ? 
成 立 , 我 们 将 证 (63) 对 7 十 1 亦 成 立 ， 

设 7 に 字 .0 テ gasCsis<Css。 Fd 
(64) a = pls) > pf = pls, — a) 

首先 假定 a> pf. 

IERARH a2. RHE p- 函数 的 连续 性 ,我 们 可 取 

S = by tg << = oe 

使 得 ( 注意 p(s) =p) =o =p (41 —t) = pls s 
在 一 2 十 人 十 1 一 1) Ace Ca) 


n— | 


(65) S4: : = EH ij) 


TEË G A=! , 则 
1 


(56) AB; = fria = „t! ーー l, 
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#H 
(67) Bei << fe + perce 
EES e OMCUE B.A S3 的 引 理 得 
一 phi) | plete 一 = 
の デー Ee = 
ュー1] 一 [1 一 一 
， 4 pCa ーー Ht) e CIM yet Ay tt? 
T > 3 Ph 一 | な ュー bat +) 
Bp 
1 一 psy) | ーー ュー s) 
(69) ーッ トー な ュー が 


ョ ー ュ -p ee 
+ ol Bo) B ` 
注意 PE 一 下 (Cs =a, p41 te) = f-1, GDR A 


(70) 1 一 p&p.) — PEP Ca — 4) 
和 一 人 一 MAG? 


+ fe (a+; sis “aa, P 
由 引 理 L 得 


Bi NR er wa 
Ch? © Aa 
一 AR 
< By? 
現在 注意 LSA ,将 满足 条 件 466) 的 分 点 数目 加 大 ， 
LABS roo ,由 (70) 得 
1 一 piha テー pli pia — 4) 


Lkn]. 


gT UN) 


dsl, 
2 


| 1 
+ Aa + | 
再 由 引 理 M ,我 们 得 
C71) 1 一 me サナ テー ptt pti — 4) + eT Ne) 
現 以 ュー ョ あーs ョ 民 和 (71) 得 


(72) 1 ュー ァ (s) テー pls) pls, — 51) H eT TTT 
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结论 (72) 是 在 a 二 p(s) 这 p(s 一 81) 一 的 条 件 下 得 到 的 . 如 
E acp WED PY s 与 s: 一 5 的 位 置 交 换 就 得 
73) 1ー が 5 テー pls) pls. — si) ee tT 
SS — ps — 51) ett, 
后 的 不 等 式 是 因为 e OOP Nii Ce) 都 是 z 的 递增 函数 . 
所 以 对 任意 1SSssSs。(72) 成 立 , 由 定义 人 1) 式 知 
ee E Ron 
从 而 对 -一 切 LEN (63) 成立 。 # 
下 面 的 几 个 结论 都 是 定理 Wi 的 直接 推论 . 然而 这 些 结论 正 
是 我 们 所 需要 的 基本 结果 ,因此 将 它们 写成 定理 的 形式 . 


定理 


(7A) ーー = F or 


TE: EVER (ON 任意 pC WU ROS 
1] — pls) De e O MEP — (8, )p(sp 一 51). 

& [oo AF NGN Ga) OK, 
] 一 pis) Be — p(s, p(s: 一 81). 


从 而 有 (74). 井 
但 是 因为 Ntz) 二 1 十 log = Z ( 引 理 J) , 故 
(75) e ONG) 一 ve Oral. 


所 以 (74) 又 可 写成 


2 
(76) Ce Ra tp oa) = Lt 


2 里 


Orel. 


定理 证 


对 任意 で ,我 们 有 
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の の ply < HD, Ka <5, Eo 

正信 cc) =! ーー ,由 (76) CER, IRA 

(78) 6G) — Ca) =F — 4) Sey m a), 
O<r<y<l 

因此 由 引 理 A, 有 

(79)1 — gD SFA 十 GD) PGD OS Sm. 

由 (79) 立即 得 <77). tt 

定理 区 


当 Mes ,我 们 有 
(80) (本 うー “2M — | 
其 中 74(・) 的 定义 见 1(12)， 


证 :由 定妆 
(81) MD) = jnf(p( の Djp E Sep) = MO SiS), 
但 由 定理 证 , 計 任意 pe, p(t1) 二 时 ,有 
M = 901) git, 
从 而 由 (81) 易 得 (80). tt 
FAS ce Pe EV Kingman 不 等 
式 理 论 解 决 Davidson 问题 目前 所 获得 的 最 好 结果 . 


第 四 意 Kingmas 不等式 ・ 145・ 


定理 X 


tend 


其 中 oÆ § 1620). 


证 :由 定义 
va = inf CM TCM) > 0). 


(AA EE ME TMD, BATT eG: 至 于 之 


地, 则 是 定理 ! 的 结论 . # 
$o 问题 


问题 I 
E $ 3 RN CAH. AC Ra C e C Ro (AER T HEM 
数 I(z) 三 x OKS DEF AGa と N) 以 外 ,还 不 知道 是 否 有 
另外 的 G(z) と A. 当然 4 应 满足 条 件 GC) ee (OR 2 = 1). 
RRA. (Me) 0S 21), MART SRR pe 
有 列 的 函数 了 . 


问题 I 
本 章 定理 三 肯定 不 是 最 好 的 结果 . 事实 上 ,在 本 书 第 七 章 我 
们 将 用 别 的 方法 证 明 : 对 任意 ?ED 必 有 


(1) PD & ps) + Ife, Ostrom. 
由 C1) 可 以 推出 2% = 1/2. 


146- 35 问题 


现在 提出 的 问题 是 ;能 否 应 用 Kingman 不 等 式 的 理论 证 明 
D. 从 理论 上 讲 , 罗 中 每 个 元 素 都 是 击 Kingman 不 等 式 唯 一 确定 
的 - 因此 ,应 用 Kingman 不 等 式 理论 证 明 51) 应 该 是 完全 可 行 的 . 
但 是 目前 没有 找到 应 用 Kingman 不 等 式 的 具体 方法 证 明 (4) . 


注释 


(mn, M) 图 问题 与 Davidson 问题 都 是 Davidson 提出 的 ,其 问 
题 与 定理 I 見 Davidson(1958,1969). 

定理 由 Blackwell and Freedman (1968) 与 Davidson(1958) 
”同时 独立 地 得 到 . 定理 m 是 Davidson and Kendali (1973) 的 结果 . 

$ 3 的 引 理 ,定理 N 与 34 的 定理 Y 主要 是 JoshiC1975, 
1977a) 的 工作 . 

$ 4 引 理 A 是 新 结果 ,是 首次 发 表 . 应 用 这 -- 引 理 可 以 简化 
定理 的 某 些 证 明 . 

$ 4 引 理 B 至 引 理 M 見 Yu Yao-qi( 1984). 定理 WwW 是 Yu Yao- 
qi 的 主要 结果 . 

关于 vw 的 研究 历史 可 见 本 书 的 引 论 . 

定理 WM 至 X 是 Dai Yong long (1987) 与 Zou Jiezhong 独立 地 
获得 的 这 些 结果 简化 了 Zou Jiezhong (1986) 对 n> 的 原始 证 
明 . 

直至 目前 为 止 , 用 Davidson 不 等 式 理论 研究 v, 最 好 的 结果 
也 就 是 <i. 

在 后 面 五 .六 .七 章 里 将 用 完全 不 同 的 方法 研究 ve 最 后 终于 
完全 证 明了 Davidson 关于 v= BY 
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$Sl 退化 z 函 数 


1. 定义 

我 们 在 这 一 章 只 考虑 稳定 的 标准 p (ER a E 
AW ,本章 的 主要 结果 对 非 稳定 的 标准 PR BC 

H AC An 对 任意 OSsSoo , 令 
(1) ACA == ACA] (0,709 + C1 CO— C0. で ) ) )0。。( A}, 

AE 声 [0,co]. 

其 中 5 是 点 co 处 的 单 点 测度 . (①) 式 表明 , A 是 将 2 在 [r,co] 
内 的 测度 集中 放 到 点 co 处 而 得 到 的 . 显然 AE A 不 妨 称 A 是 2 
的 退化 分 布 - 

現役 0<g< ぐ oo EP (gq) pwd A HF P* Cg) BARE 
一 一 对 应 的 .因此 对 任意 O<ir<too, 存在 ,pE A” (@) 使 ヵ 一 我 
们 称 是 5 的 退化 r AR- 

AY SGR AA SA pC Zt , 恒 假 定 0<9<co ,而 不 再 
一 一 注 明 . 同样 ,p ,. ぇ ARIE e. 

由 (1) 着 出 ,如 时 4 と 4,0<CrsSpc ぐ oo. 则 
{2) ルー スス) 二 (AY, 
从 而 若 ?一 2 则 


a 


7 148+ 31 iB4E p- pee 


(3) sP =.(,p) =,Ga). 


2. RIK HK 


A= Sse HEE 2, 若 pe P*a DEB 0<r 
<o 有 
(4) ptt) = OD, O<t<r. 

OY BUR AR EE A BE Ee) Re Eo ep 在 区 间 
(+, 20 AP eA. 
定理 i 

pC P*(q) spd A WA ERO ceo, 当 rr 
时 ,有 


{5} tt — pt) = | 。 qtt ーー zea ddr) 


> i pY er gami 
+ クッ f af, (x — 1)1 ‘ 1 AOU (dy ACdr). 


HP ACE A a lek KAR. 


证 :由 第 三 章 36 的 (12) 我 们 有 
(6) p(t) = e > PE nds), LER 


⑦) = ot + > [a 


tE R, 
因此 得 
(8) pti) 一 pt 
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= > ga get, が の — 4) ds), ICE 


{Jo m 
然而 我 们 有 
ACCO) = ACOE) H A — AICO, E), EER 
为 计算 (8 式 右边 ,我 们 将 用 到 卷 积 的 -… 般 公式 
(9) 40 = DQ AP k (Aa WE, 


た 
HOA 的 定 闵 ,立即 得 天 下 列 诸 式 : 
Ci0) CA 一 AD て 4) = 0,04 — AD & ACA) = 0, 

AE BO TERE が . 
(11) (A —,4) (A) = ACA), AE Blr, 2r). 
(12) (A —, ay CA) = 0, AE B0,27),k 2 
(13) (CA — A) & A) (A) = 0,4 © BO, LN k Se 2,6 0. 
其 中 (0,7), @[ 1,27), B(0, 20) 分 別表 示 (0.0). [7,27) 与 
《0,27) 中 的 合体 Borel 集 . 由 (9) 至 (13) 得 
(14) CAS — AP) CA) = n, ACD k CA — 4) CA) 

= (mA Dk ACAD, 

AE BU, 2), nS 2 

H (14) 代入 (8) 得 
りり 一 か (の 


ー -> fe g rt— sy SP un gD w CA =A ES) 
= [ ge — Se CA — A) Cds) 


一 i ta—1} ; 
+> セー 1 aA A (A — A) Cds) 


・150・ $1 退化 pr 函数 


一 | gtt 一 xe! -PACdr) 


PF EE ee 
+> fool, (a — 13] ‘ ee 


ft 2 H 
为 了 简化 记号 ,对 任意 4E€ a, 
(15) fp ge" 


+ > ane eA Nd) > 0. 
则 (8) 式 可 写成 
(18) が (の 一 at) = RES — Adz), TES ar. 
我 们 还 需要 ?一 .? 在 区 间 [2r,3*] 的 一 个 表达 式 ， 
定理 
设 PEP) AC dp 则 对 任意 arco, A 
(17) Do— pl) = ca — x)ACdz) 


十 +f ge 一 zye —P CL —,A)@ (dr) 
2 Cir. 


+2 f 


[a | CA —A)y? (dz) 4 
Q 


CZF) 
frie ae. 
其 中 (AMOS 由 (156) 式 定义 ,而 


¢§ nl i y) =i) 


ん (の の ニー5w 一 の! 


证 :定理 1 的 证 明 与 定理 ! 的 证 明 相 比 . 只 是 多 了 一 些 项 而 已， 
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从 略 . # 
如 果 我 们 令 


(18) g= Tarte 
+ raul. rene ibo テー aD yo Dey, 
AE Awé = 0 
M a7) 式 可 以 写成 


(19) pl) — p= | TCM 一 7dz) 


十 f, feit ーー Ca — AO (dz) E] 


2r KiS 3 
下 述 引 理 给 出 了 由 (5) 定义 的 FEO o O 的 几 个 性 质 - 今后 
将 常常 用 到 . 


引 理 A 


设 AE Ay, O<g<loo. 则 由 (15) 定义 前卫 有 如 下 性 质 : 
A., 子 (450) 王 0 
B. 当 9>0.fC.p>0. 
C £ ACO, DDEL, rako, を 
(20) ACA) SACA) + C1 一 CO 796,04), 
AE BO, œ]. 
则 AE Ar, RE pC HP*(q) pi , 則 
(21) pie) —. pa) = C1 — aCCO, 7 — AD, 
At 2 か 
D. 如 果 a(0,7) <1 , 则 FGA Bo ARLE HK. 


152+ 31 (Bite 画数 


证 :A 与 B 由 定义 直接 得 到 , 现 证 C 由 《20) CRM AC 4， 是 最 
然 的 . 因此 只 须 证 (21) .由 定义 易 见 所 = 以 , 从 而 

(22) spit) = pd), LER. 

由 C16}, (20) 得 


{23) pe — eQ= Í, of Gat — x)Atdr), 


= (1 OAD TF Gist — h), 
han t Br. 
结合 (22),(23) 得 (21). 

HE D. 因为 (<2]) 左边 是 上 的 连续 函数 ,从 而 推 知 GA.) 
ECO OE n ERER RAA fE #7t 是 任意 取 定 的 ,从 而 Js9) 
是 ?在 下 上 的 连续 函数 . # 

JE (ba GD ELAI g 也 有 下 述 引 理 - 


引 理 B 


HAE Ango. 则 由 (18) 定义 的 有 有 性质: 

A. gX ん 、0) 三 0. 

B. #& €>0 , RT g(A,2)>0. 

Co PAKO, DI, MCA 是 上 在 下 上 的 连续 函数 ， 


iE: RE C. Rf kr 如 (20) — HELA HR pEp*(9) 使 
po A. 则 由 (4193 有 
(24) p(t) — p(t) = C1 一 MO TDF OL — h) 
+ (1 一 ACCO TO) gC At — 24), 
2h Se i 3h. 


FEE bel BRR ARS +1536 


(24) AMM Pw Mt ER LH ERR. Fe ala 
(CO,7) > 0 HEH gia.) Bea TE R ERES RK. # 


$ 2 “本章 的 问题 和 主要 结果 


3. 问题 及 主要 结果 


H TERM EAB BS TS FE) SE ET] 

任 取 m € P+. PETEK sin E P. Riu 
> OR. Co 记 WE] 上 与 po 重合 的 标准 z PRR. op 
EPD ， 记 区 Co) 一 supp(t) - 我 们 的 主要 问题 是 , 当 pi 
iS (no) 时 ,寻求 <) 的 最 小 上 上 界 . 

下 面 用 精确 的 数学 语言 描述 王 述 问题 和 获得 的 主要 结果 . 

Bap EC PtU ur 0.4 
d? P Cm) = Gp © FD pls) = nls), 0S s =u). 

而 对 任意 wT oo , 令 
(2) た (mo の) = sup (pCO pu tT, pC m). 

在 上 述 定 义 中 ,的 定义 城 是 P u HELLRE R. MT Æ 
在 [aseel 上 定义 的 .然而 在 一 般 的 讨论 中 ,我 们 都 假定 pou 是 国 
定 的 ,今后 , 当 把 po oe 看 成 变 元 时 ,将 会 特别 申明 ， 

回 定 post oW Lion 7) 显然 是 了 Elec] 上 的 不 减 函 数 . 
止 如 我 们 在 前 商用 文字 所 提 到 的 ,我 们 的 主要 目的 是 求 (rs: 
co) . 然 商 ,本章 后 面 将 证 明 . 

(3) Lipo us T) = ECposu,3e), T >> Bu. 
加 此 ,只 要 研究 perp) UTP) 就 可 以 了 《3) 是 本 章 的 主 


=。 1546 2 本章 的 问题 和 主要 结果 


要 结果 之 一 . 

其 次 我 们 将 给 出 Lou T) 的 一 个 明确 的 表达 式 . 

WW wE A H pomi f OAD 由 和 1《15) RAPE. 则 本 章 的 
第 二 个 主要 结果 是 ， 

或 者 存在 和 使 ws<7*s<2e 且 满 足 
(4) LÈ port, T) < LCs, T"), Ta T* 
(59 EC potT) = Lepu, T*) 

=P T") + CL — CC0」 の うう max fto T* — 8), 


eer” 


T > T*. 
或 者 存在 7* 使 c*a H 
(6) Lipu, T < L(gp,u,T* ), TT 
CO Lsu, T) = し (アテ) 
PT + O — A max 了 (Mo 了 — 8), 


于 一 


Tt. 

4. 应 用 

在 上 述 问题 中 ,如 果 选 取 的 peE 多 * (DD) A perm A 4, 满足 
(8) Cou) = 9. 
则 由 第 三 章 定理 XE 得 
(9) pls) =e, Osu. 

我 们 先 对 满足 (9) 的 と 函数 给 出 一 些 记号 . 

令 
(10} lq = (pC #*lq). pls) = e7"), 


Om su). 
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(119) Sn) = U Pigu). 
(12) Prt =H gt). 


一 般 称 PE 9%** 基 指数 开始 的 pg- 函数 . 
对 于 满足 条 件 <8) AG ;我 们 也 给 一 个 记号 , 即 令 
(13) Aka) = (A © Ans ACO, u)) = 0). 
BR, PD 与 atu) 是 一 一 对 应 的 . 
作为 本 章 主要 结果 的 推论 ,后 面 将 证 明 , 当 mE (Cpu) 时 ， 
必 有 
14) Lipu, T) = LC poy 20) = et", Ts 2u. 
这 一 结果 是 D, Griffeath 于 1976 年 得 到 的 . 


§3 若干 引 理 


5. 一 个 测度 论 引 理 

正明 § 2 所 提 到 的 结果 不 是 一 件 简 单 的 事情 . 需要 通过 一 系 
列 的 准备 工作 才能 达到 这 一 目的 . $1 所 述 的 两 个 定理 其 实 已 经 
是 准备 工作 了 . 由 于 它们 给 出 了 ?一 .2 的 一 个 可 供 计算 的 表达 式 ， 
因而 作为 独立 的 结果 予以 表述 .下 面 所 证 明 的 一 系列 引 理 则 完全 
是 为 了 证 明 § 2 所 述 的 结果 而 设计 的 . 

首先 给 出 一 个 完全 是 测度 论 的 引 理 . 


引 理 A 
Hut. 以- 梧 记 一 切 在 [ace] 上 满足 下 述 条 件 的 测度 集 : 


+ 156+ 3 Tole 


AC, Wl AC(u.3up)—c,c> 0 是 常数 ， 
AEO D 是 定义 在 [e 3e] Lapse Hie ew. 
则 对 任意 AC A TE (2,30) AXA 
(1) f A + |., 9 AP de? 
we max fi) 


Powe? 


或 者 在 在 ILECW 满足 条 件 ， 


(2) T= 0. 
县 
(3) | ph CACdz) 十 | „I IAM (dz) 


> 7 の ze) 十 | 24? (ar). 


其 中 IORI P RMR ARAL GAKRM. 


证 :假定 (1 不成立 , 即 
(4) | ar + GE (dx) 

ce „max f(a). 
EBEA (Le,『ーw2 う >0 .因为 如 果 (La アー が) 三 0 A EAR 
的 定义 和 20h —ad ie? 推出 AP =O. A 4) 的 左边 将 
成 为 


| fe dx) 
[ary 


一 f FEDAC) Se max f(z). 
[LT. Ty T ; 


wees, 


此 与 (4) RH. FHS (4) 成 立 ; 则 Te ゲーツ) 一 0 現金 
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(5) ACA) = Mery fi [uF — a), 


AE Blu,co]. 
则 A fleco] 上 的 测度 , 且 Alle 3u =e , 故 EA .由 OS) 易 
見 CCT 一 了] 一 90， 从 而 条 件 (22) 成立. MERGE v. 事 
实 上 ,我 们 有 


7 の + | oIa 
Dn, T) [20,73 


= [pein + [gare 
[sr uy (2.7) 


€ 
~ Aca sT ーー u) | ORD 


+ ger) AP Cda) 


E | | 
atu? 一 u)) [žu T) 


C 
> XT 
12) — 
«(fo space) + | 0 ar) J. SOR) 


E 


= aLa, T 一 zl の 2 


十 | md — 外 [了 一 4) 。 max F(a) 
Qu. TY 


are? 


由 《4) ,上 上 式 
e ACCT — u, TOO 
>ar y|! 一 z | 
x f Sir ids) + f g(x)a® (dz) | 
[a73 Lam T) 


= e 1 __ ACL? ee) 


~ Attu,T — u}) 


・158・ §3 ETY 


x | | Ad の 上 | gada 
= | fade) + | ge) A (dr), 
De, T) [ze すう 
从 而 (3) 成立 # 
6. 关 王 の *(g) 的 引 理 


引 理 B 


证 ppa Z“) A, 月 poipoi RR A OST Coo 
使 
(6) ACA) VACA), AC BO0,T) LO,T) < ACG, 7)). 
A pCTI POTY H ED (Ost). 


证 :由 于 《6), (一 和 是 (0,T)》 内 的 测度 ,有 旦 


ICA) = 4(4) + CA — A) CAD, AE 0,7). 
从 而 当 ne? ,由 3$159) 式 知 
A@™ CA) De am (Ad, AE #(O,T). 
_ 由 第 三 章 $6 〈12) 式 知 
2) 一 wT) = 2 f PO et 9 GO — A> Cds) 


= fac 一 se- "(4 — Aids) D> 0. 
而 PEDS OKAT) 是 显然 的 . 共 
引 理 で 


pC Pq) prs RREK ST , 使 得 0<CS<C2y 
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の eo 和 MSP] =0 AA RH RE 
(7) T— Sov<iT, H ple) > per). 


E: BAZE 知 
(8) D, p(T) ニー | p(T) 一 [, CT — の A@| 


如果 z⑦)< max p(k). 则 显然 存在 7 MED R. 
如果 p(T) max PK 则 了 在 了 点 的 左 导数 Dp CP) 0. 
由 第 三 章 定理 证 知 . DR 区 全 之 六 区 2 之 0. 由 (8) 得 


(TP) <= | „ET ー s) ん (gs ) 
= | p(T — s)ACds). 
(0,8) 


其 中 用 到 条 件 ACLS. T= 0. 由 此 式 易 知 存在 * 使 47) 成 并 . 天 


7. 关于 Lou T) 的 引 理 

現役 pE P* U) ME A H Poho Xit u0. 在 32 的 (1)、 
(2) RERET. Pom) A Llp, T) (Tu). 

如果 p€ Z H 3 一 2E a WIA p(s) =pols) Oe, 
从 而 由 第 三 章 定 理 丰 的 推论 2, 必 有 
(9) AC(0,9)) = As((0 め )。 OsS ssS 
即 4 与 为 在 C0,x) 上 的 限制 相等 . 

下 述 引 理 指 出 ,在 第 三 章 32 所 定义 的 C- 收 合意 义 下 ， 
PODRA RRT 


・ 160 。 $3 ATSA 


引 理 D 

证 rE (Cm) MAA FIA CEN) 及 PEP Cpo) 
使 
(10) i ・ 


证 :由于 EPD , MP O sg ,因此 对 任意 7E Co) 都 
有一 gw0 ぅ 王 9 下面 由 第 三 章 き 6〈2) 式 得 
CD | が oO 一 gy | Sgle—s}, st€ RA pE). 
{hE ZH (po) 在 中 上 均 与 一 致 连续 . 

以 gR EEA, EII (gz と が ) 中 选 到 子 序列 
(あぁ, を N) 使 得 它 在 如 上 逐 点 收 化 于 函数 PC) EQ. 


(12) Hm mk7) = Pr), re @. 
HF 35] — SE SEE. A ER HET RE OR ERA 
而 p WP Ke RE. BEEG). # 


FREH, ERA LTD 是 可 以 达到 的 ， 
引 理 E 


存在 PCP) 及 了 ,ss 了 使 
{ 13) p(T) = Lípu, T). 


证 :选取 tp,nEN) CP o MRTG AEN) 使 得 
1 


# SS ダダ 。 と (poo ブー nw) Ss ne が 。 


由 引 理 D ,存在 子 列 (PE NM) 及 pC HP (po) 使 得 


Sie Rr eH Ae - 161+ 


e 


Pa Be 
任 取 序 列 Gore N) 的 极限 点 了 , 则 显然 有 
BCP) = Doan CF) = LOT). H 


5 [H F 


Llposus Ty 是 T #L0,09) 上 的 连续 西数 . 


证 :从 Limou, T) 的 定义 推 知 ,， LC pou. D 是 了 在 [weo) 的 不 减 
wR. LAAMHR pC P*@ 有 
le の 一 Ks Sele—sl. 
从 而 由 引 理 E 得 
LC T + A) — Liport, T) S qh, ょ 0 , 
从 而 Lo, +) 是 连续 函数 ， # 


引 畠 G 


设 ER UETET, ROTO = Lp eT) 和 アー と Ay A 


证 :在 引 理 E 中 已 经 证 明 ,存在 PE 多 (po 及 了 使 得 
uL TAT, p) = Lipu, T). 
Wi Tou. WME ACT, o >00 , 则 令 
(14) ACA) = ACA A (0, の)) + ACLF,001)6,04), 
AE BO, }, 
显然 lear HE Tow, ACT. eo pP=-0 MEM A HERS 
见 
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ACA} S MA), AE BOTT] LL ACC, FY < ACO, T 
RSp~ 4,0) pe. (p>. WS) BM p(T) て (> 此 与 
RT) =F D FA 因此 在 引 理 的 条 件 下 ,必须 ACT. 20 |) = 
0. H 

在 上 述 诸 引 理 中 ,我 们 都 假定 pou 是 固定 的 . 其 实 根 据 定义 ， 
Lipsu TEE と ビルダ 的 三 元 函数 . 因此 在 下 面 的 一 些 
结果 中 ,m 和 = 也 允许 在 定义 域 中 变动 . 


引 理 H 


+E pe <P Cp) HPT ap TS Li pot T) + ty 
(15) LCposu, T) = LC psu, T} ` uw サ T. 


WE: BEX, 4 us? 时 
TE Lv, T) 
= sup(p():v St TD = p(s), SS ss 9) 
SS suppu StS TD = pl Ss Su) 
= Lipu, T) = pP). t 
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8. 特殊 情形 


本 节 继 续 上 节 的 讨论 . 在 这 时 ,我 们 将 要 建立 在 4 2 已 经 提 
到 的 主要 结果 ， 
仍然 设 mE Pt ,xw>0 是 固定 的 . Mit Ave An A pom år 
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首先 考虑 一 个 特殊 情形 ， 
引 理 A 


pE An((0,zD) 三 1。 则 
(1) LC post) = EC pos 28) + T = 2u. 


证 :由 于 peZ H p AA AC A ENE 00 C04) 
=! 时 , 仅 有 am 一 全 元 , 即 
„P (pm) = {po}. 


因此 
(2) LEporusT) = max plt). 
ET 
Mi StF 
(3) max po{t) = max ptt), T = Zu. 
eer elise 
现在 假定 (3) 不 成 立 , 于 是 存在 7 六 24 使 
(4) & = max pli) > max p(t} = y. 
wT wees ow 
4 A= min (tu: p(O=f) , 则 适合 条 件 : 
(5) 2 


By tlO, l , BR alie AD —O, 从 而 由 $3 的 引 理 で , 存 在 
z 使 得 


(6) h— ur Lh H mir) & pols). 
此 与 (5) APR. FRCS) 成 立 . 井 
9. 一 般 情 形 


现在 转向 一 般 情形 . 
首先 注意 ,如 果 pC Fm). pw dE Ar WH § 309) 式 知 . メ ニ 
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aA uP == spie 于 是 出 $ 1 (163 式 知 24 Ts 2u 有 
CT) MD pT) + Í 2 ゲー Alde) 


petT) 十 《1 一 dnl (0549) max SET 一 Th 


引 理 B 
设 PE Pm) Jp の < の A P= biu, . 如果 Ts 2u ， 
Al 
《8) BCP) pT + Cl — AoC C0,u)}) max fGAesT — 7). 
vey, VES 


证 :由 (7) 得 
O) PCP) apC) + C1 — AlO) max FGh,T — DD. 

HF fen) Ea 的 连续 函数 (多 $1 3 AD, RAT ATLA 
选取 * 使 得 


C10) ests Py T= max fmsn). 
Ee 
现 令 
AD ACAD = AAP) Orad + CE 一 Ap (0,29 99604), 
AE BO. cof, 


M AE Ap HE pew Cpe) 使え 将 (7) 式 中 的 等 式 部 分 应 用 到 8 
得 
2) が の ) = nT + | Ste, — DC) 
= poh) H CE Ag(CO,u) CT — で う ・ 
AAD ,(8) 和 (9) 4 K Sp (P= LC pn, T). 然而 由 定义 
DSL pn T) we C8) 成立 . # 
现在 考虑 了 > Qe 的 情形 . 为 此 ,需要 引进 一 个 新 的 概念 . > 


Bie mie ARH RK + 165 。 


(13) ACP) 

= (TE (Guyoo | を Cpora ty ET esr). 
Hise AR AH TE AC poe) 时 , 则 对 任意 PEA Cp) 必 有 
(14) p(t) <i Lipu, T), ET. 
A. 4 TE ACM) , §3 引 理 王 中 的 了 必须 取 成 了 . 即 存 在 
PE HF (p) E19 
(15) a(T) = Lima T) H PE) < pT), uT. 


引 理 C 
设 TE Alpou) 7 全 2 Lik pC. (pe) 使 
C16} p(T) = Lipou, T). 
DV) de R ?一 2E Ane A 
(17) ACT ~u, T) > 0. 


证 :用 反 证 法 . 假定 


{183 ACL? —a.T)) = 0. 
AF TEAG) . HAD, 16) 得 
(19) PD < pT) 一 Liport, T), “SET. 


Iii DaT. THABI 就 得 DMS. 再 由 第 
TAEA XM 就 得 


(20) z⑦) < | PT 一 が ee) 一 | 7 ダー ACAD. 
(0.7 下 


此 处 用 到 假定 《18)?7， 又 由 $3 引 理 G ,A([7 ア oo 一 0, 从 而 ， 
[OTa pl 于 是 由 (20) WEE h 使 得 rt ご 7 A 
WTM. 此 与 (19) FEM (18) 不成立 . t 
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引 理 D 


设 TEA pu) A ATK WA A pO. GT Ah 
条 件 : 
A. 了 外 一 上 Bo 了 TEST 
B. 如 果 pica, UAE TRH 
TT A = 1 — AG(Oru))。 
C. PCP) = spol TF) + 140054) )) max GA ダー タル 
其 中 SOAT AALI OD R- 


W: 从 83 引 理 ELE EP (po 使 
(21) p(T) = Lps, T). 
ACA Hp て ん) 注意 A= eo 8 1 (19) 式 得 


(22) PTY =P) + | rr ケー の eo) 


+ Í glo T — 1) (A — ro) (de). 
[ta T} 
注意 ,在 bno) 上 ,3=4 一 ,为 ;因此 上 式 成 为 


(23) が (の) =.p(T) 十 | KA sT — r) (A 一 。An)(dz う 


十 | 2 ダー 1) (A — sho) (dz). 
| Qu) 


由 き 3 引 理 G ,4X(0,7))==1 .因此 令 
(24) c= XT = 1 — Ao((0。) う . 
出 引 理 C (07) 式 得 ,e>0 . 

现在 如 果 有 


Ir 


SrA Gt BUNE p- BO Mead Be ATL el - 167 ・ 


(25) | CT — aCi Oo Ctr? 


+ f Peta — DG a) Cdr) 
out 


“Ee max [EAn T — 2). 


了 一 sec 


则 由 $3 引 理 A 及 其 证 明知 ,存在 [eee ] 上 的 测度 ぇ 満足 
(26) AC(T — upoo D = 0, ace, T = 
E 


(27> | CT atdr) 一 | gn アー cA? (dz) 
[rT - a3 [ža Tr 


| pf Gedo? — rica — Ae) Cited 


y 


| | ea アー 2)CL — ido) (de). 
| 2e,73 


TER ARIE Caco] 上 的 测度 , 现 将 它 扩 张 到 整个 (0,00 ]. 4 
(28) AACA) = (4 (0, め ) + ACA A Laco), 

AE (0,00 |, 
WW BW Ate An. 現役 pO Fp) H pt ~ 44, FEA (27) 得 


(29) | Gao 一 CA — Aod Cdr) 
+ | (Co 一 3 — AO Cdr) 
2rT 
> | stat — DG — ta) (er) 
uF u) 


+ | glade — CA — ag) Ode). 
eT 
MK (23) 和 (29) 得 雇 (⑦) S p(T) (实际 上 s AT > MBA 
可能 的 , 因 pC PSEC pu, TD). 
由 于 TE Atp Hy) ， 因此 p(t) < (の) Ca LiT), # 


"108 。 $4 AR REA RUM RE 


D p(T) 2D p(T yl. My (269,028) Si ATu ダリ うー0 n A 


Wag SO AE PRS AEE xX), 我 们 得 
Amna hes PAP — sah (ds). 
因此 上 必须 存在 T* 袜 足 


TT TT が が の) 
此 与 TE AC) FB. PA (25) 不成立 . 
于 是 我 们 必须 有 
(30) | Co 一 CA — aA Cdr) 


+ | TD Cr 
[ze,Ty 


ec max fh — zr). 


现在 选取 使 得 
(31) TE TETH IT = max ナダ ーッ 
ite 
ACAD = ACA PY (0,09) + て 1 一 2n( て Ox)))9. て 4) 。 
AE ZO]. 
SN AC An HE pC WH Cpe) 便 poi 则 
LC poy, T) 2 p(T) =T) + ¢ SGT — T) 
= p(T) = Lippu, T). 
于 是 对 这 个 g , 引 理 中 的 A BC 部 成 立 . H 
Pia S| EBA 季 主 要 结果 所 要 用 到 的 最 后 一 个 引 理 . 


引 理 E 


(32) Ju È Alpou). 
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证 : Hi FR ER ARE 

(33) 3a と Alm). 
由 引 理 D ,存在 EZO) 満足 条件 
1) pD SEL poses dud > pl), ut Se. 
2) WR AE Anpi FETE z 使 


fu SC Buy ACT) = | — Aa((0jg) )- 
将 $33 引 理 C 应 用 到 ,yp MEE 2 fe 
{34) pa) 


HLS r=h— (3a r) . AA au H Zure Be Iu TN, 
从 而 Tn. 令 
(33) ACAD = iak A 门 (0,520) + C1 — An €€0,4)) 5,04), 
AE U, |. 


Hi PEP 使 pi FE Acar, M 
PD =a pih) Ci — T) 
。m(#) + CL 一 MO — T) 
pot3g) + Cl — AkO, du 一 T) = pia). 
然而 Bu, 此 与 Bu E Al pond F R- H 


It 


10. 主要 定理 


现在 我 们 可 以 用 定理 的 形式 来 表述 $2 所 提 到 的 上 要 结果 
T. 


定理 I 


对 任意 pC A*a 我 们 有 
(36) Lpo, T) — た (mo ag: 34), T 六 3a. 


・170・ $1 ”本草 主要 缚 果 的 证 明 及 其 应 用 


还 有 
(37) 用 (jpeg) Cc Cu ou}. 


证 : 036) 和 引 理 E 直接 得 (37》, 因 此 只 贫 证 (36). 仍 用 反 证 
法 . 假定 (36) 不 成 立 , 于 是 存在 pE P*a K Tow, 使 得 了 
E Alpe, t) , 即 


(38) (の tT) > EC poust), ET 
从 而 存在 PEF Cpe) 使 得 

(39) p(T) = LT > ple), ut 
于 是 由 $3 引 理 H 知 

C40) LET) = Lep,T/S ,TY. 

由 引 理 E, 

(41) T & Alp, 7/3). 


于 是 从 定义 存在 満足 
(42) Thana? AL, T/3,T) = Lp T73, To). 
RERS 
(43) Lp T/B T0) EE LCt To). 
有 从 C48) UDA (40) 得 

TA post, ta) ot Lp, 1/3. Ta) 

= Cp, T/3,T) = Lipsu, T). 

但 是 wT ,此 与 て 38) FTA. H 


定理 


1k pc * CO 0 hE A AL pom Jas 则 RAR TT? 使 ws 
T u HBA 
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(44) LC postal) < bLCpyyu,T* ), 了 < 了 
(45) ECposasT) = Et posu, T*) 
一 Bot 十 (1 一 22060777 max Sio T — s), 


アー アテ. 
RRA RTE uT 3u, B 
{46) Llp < Lipsu, T), TT". 
(47) Lps, T) = L(po.u,T* ) 
= paT) + Cl — Aa((O』D)) max FCA TT — a), 


TY EET 
TT 
其 中 fA B91 (15》 式 定义 ， 


证 : 由 定理 』、 引 理 B 和 引 理 DD 直接 得 到 . H 
11. 主要 定理 的 一 个 应 用 


现在 我 们 考虑 另 一 个 特殊 情形 . 设 mE P* CQ) E Ars Pom 
Ao, XIR ul 0, WÈ C00, =9 BA 
(48) p(s) =e *, HE 
在 这 一 情形 ,我 们 将 给 出 Lepr us T) (Tox) 的 明确 表达 式 , 首 先 
证 明 一 个 引 理 . 
引 理 F 

R qr Oud. A 
(49) bU) = e * 4+ gt — wer, tz 


UC) A b=ut ety 处 达到 最 大 值 ， 
(50) bito = exp(— Cl — e7™)). 
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ERD ) 在 Lu, te | se BR ,而 在 Lisce] 是 沽 十 数 ， 


VE: 对 以。 ) 求 导数 得 


(51) が (の ニー get 一 ew | gt — we). 
令 

(52) 1 — e" + g(t — ude” = Q. 
解 出 得 

(53) 而 一 一 # (1 eo")/g. 


显然 ,省 MSIE 时 省 人 >0 ;而 当 ace aCe) <0, that: 
在 [ato] 是 递增 的 ,而 在 [tess] 是 递减 的 . 現 特 HRA C19 GE 
blh) = exp(— C1 一 e*)). 


引 理 で 


设 g>O,u> 0 METKA Oe gA 
(64) (の ーー ツキ オタ アー aye n, 
WSC) & uT] 内 是 单调 下 降 的 ,从 而 有 
(55) sr) Sf) = eT ef 


证 ; 我 们 有 
(56) f(D = ge CGF — 7 oD, uK te. 
タッ 所 以 

Str SS ge "TO ね ーー 一 1) 

= ge T] 一 e ダ ー1) 


一 一 Ye eo 0. H 


WT OPRAR » AR A AT ea aygo 


定理 \ 


1 Pe SP * Cg) Ae Ay Boom Ags wo O, ETE Agl CO,u939—0 ,出 
f eTa gT — ae Te, TL to. 
(57) Lima T) = 4 
Lexp €— (l—e "7}, Pe ty. 


其 中 0 一 4 十 (1 一 pe "q 


WE: HF (CO, = 0 yA tha (00,09) = 0 CO e<too), 即 
wo foo} =). AMA 


(58) ot) = e7", Oxi 0. 
MAGE MOO § 1 GD Æ) viş 
(59) Tala = ge", 70 


現役 TE ACpo a) M REE D acra 下面 我 们 证 明 7 
ty, BE Tot M TAA D. 事案 上 上, 如果 ULT Mh 
理 D ,存在 PEFP OO 太 アーpsS ィ で の ,使 
(60) LOG es = pT) = oF | g= rye OM, 


如 果 Ta MU SEB ,存在 pE m) 及 Treey 、 使 
(60) 成 立 . HOE F A (60) 得 
ーー 


exp (— (O c ery) exp (— Ci e *)). 


男 一 方面 ,我 们 可 以 取 AE a AC ERTA E かー る , 则 由 


(62) PUD = eT + 6 一 wes の 
= exp (— {1 — e™)). 
HH CRIL), (62) LAR AC poe) WEAD H Tho, TAA ny) 而 月 
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证 明了 (57) 中 的 Peto 部 分 . 

現役 w<<7<sh 此 时 对 任意 PCF (90) 必 有 
(53) T PT = e Y Hg wet”, 
Hse bee A ME pC Ai) 及 ut こ Tt で 2n, 得 


(64) IT) = e" 十 Í oP — se ⑦ー ウ Cgs)。 
wt? 


再 由 引 理 G ,就 得 (63). (63) 说 明 , 当 a Tt 时 , 了 E Aou) i 
E (57) 中 TSi 的 部 分 成立 


PETE (D. Griffeath 定理 ) 


(65) PD exp C— (Cl — e), ta. 


证 : 是 定理 \ 的 直接 推论 . tt 
$55 非 稳 定 标准 ヶ - 函数 的 情形 


12. FEAR 


设 mn と >h. > 
(1) Pp = tp を の: が (Cs) — pls) OSs SS wu}. 
XS 
{2) と (ppp T) 
= sup | CD EST pp CH (pe) | eT OO. 
URI 
(3) ECpesttsT) = LC post, 3x), Bu TS oo. 
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Fu fe Fe (a BHR 03) 的 证 明 . 
假定 pow ee A, HEE っ 0 , 4 


(4) tn CA) = an€A 月 leoo |)。 AE B(0,0], 
xik wE Prf Po He 则 定理 I 知 
{oY Ct T) = Le pases 34), T >> Bu. 


Tit Fk fi WE HA. 2f — PY Pee, lim を (Pe の ) 存在 
(5) lim Lipust T) = Lipou, T}. 

HE E, AFA EA TE HE TTE PEF (po) HTT. 使 
KS Lau T). 因此 pp. 从 而 hm p(T) = pOr). 由 此 推出 
(7) lim inf EC posts T) テル (ma の ) . 

反之 :我们 有 
(8) fim sup EC pasts T) SS た (pc) . 
事实 上 .如 果 (8) 式 不 成 立 , 则 在 在 a +O. ROO, fF 

LC poets T) E Lemu T) + 55 ne N. 


从 而 存在 pO Cpa.) TT, E 
(9) CPL) = LC po sae T) 2 EX pea. ) + 6, ne N. 
将 $3 下 理 DD 的 证 明 稍 加 修改 ,可以 证 明 ; 存 在 {p,,* E N) 的 子 
列 CARRE pase E 本 身 )、 及 が EPC) 使 元 一 六 ,因此 
ERT.) KER OT 得 limp.(T* } = = pT = LC posu, T) + ó. 
BT pt C.F Cp) Meet oT WM pT) SLOT). E HE 
AP EG SATE AC 8) 成立 . 

現 由 (7)、(8) 得 (6) . Here (5)、〈6) 就 得 <3). 


+ TBs $a ag 


$6 问题 
问题 
从 本 童 定理 的 证 明 过 程 ,很 容易 使 人 想到 如 下 的 猜测 :对 
任意 mE 2* u>d 有 
(1) Lp, T) = Lp, tt, 2a), T => 2u. 
如 果 C1) JRE R AS Bey ee E N,v’ 和 第 七 章 
HRERS MHE. 


注释 


本 章 全 部 内 容 米 自 Dai Yonglong (1991a), 定理 V 的 推论 
(El Griffeath 定理 ) 見 Griffeath (1976), 介 是 那里 的 证 明 方 法 是 完 
全 不 问 的 . 
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$1 本 章 的 主要 结果 与 证 明 思 路 
1. 本 章 的 主要 问题 与 主要 结果 


固定 rE * P uO HE WEA A moi EALAR 
们 已 建立 了 下 面 的 表达 式 . 对 任意 PE Hp) » PAE Ar 则 


(i) ptt) — ply = | pT Aost 一 FjAtdr), 
人 
其 中 了 (・,・) 的 定义 是 :对 任意 AoE As 
-e Pp 9 ata 
(2) fC = gye" 十 > cm 5 via). mー の 3"ーD(gy) 。 
yo 0. 


为 了 研究 马尔 科 夫 振 玉 问题 ,有 必要 将 上 述 结果 进一步 具 
体 化 . 
现在 我 们 氢 述 本 章 所 要 研究 的 问题 和 获得 的 主要 结果 ， 
我 们 提出 的 问题 是 : 当 pR PO) 时 , 求 PO 一 gp Cut 
sS2z) 的 上 确 界 .换言之 , 令 
て 3) Cpu) = sup (が の 一 (Drp Cm, ew Lt << dn). 
我 们 的 目的 是 求 OC Cro) RT OE Cpe) 是 mE H* WER 
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的 画数 . 这 个 函数 一 般 是 求 不 出 来 的 .本 章 的 目的 只 是 证 明 
(d) (insu) & le, PE P* yu EE. 
FN AFH TOBA RE LH T. 
取 pC) ( Kee MMAR §2 1) 式 ). 于 是 存在 0<-4 
之 oo pp 在 [0g] 以 指数 下降 て りー"(OSS な Sg) .因此 如 一 4 
を Ary W ACOu =0. 
BLS ACA RAR ACU = 1 ,并 取 EPO ,使 ze 一 2 则 


显然 
(5) が の = eTA + gle we”, ua 2 


如果 ンー, 在 (5 中 今 sw エー<2x Sl 
pe =e t+ = pe) ++ =a) +2. 


这 一 例子 指出 ORME , 则 已 经 是 最 好 的 结果 了 ， 
而 且 可 将 (4) 写成 : 
max “4° (mu) = Ife. 


WE SP” EE 
2. 证 明 思 


上 述 结果 的 证 明 不 是 一 件 容易 的 事 . ALARI RATER. 
首先 考虑 一 些 简单 情形 . 其 主要 思路 是 将 典型 测度 分 布 离散 化 , 然 
后 应 用 纶 收 钱 定理 到 一 般 情 形 . 

由 第 三 章 定理 得 Cal 车 pE P*(q) p~ dE A MA 


(6) pit) = e* + 之 zi Tt — -sy tt S) angs), 


Omi oo, 
其 中 ACH 2 OY k RRL. 
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A (6) 式 看 出 ,最 简单 的 铺 形 是 4 的 分 布 质量 和 集中 到 点 oo 
的 情形 ,此 时 
(7) が (の =e", 0 < < om. 
特別 , 如 果 =0 ， 则 9 圭 1(OSgsSeo) ,对 干 形 如 (7) Ae K 
数 ,没有 研究 的 价值 . 特别 是 ,本 书 的 主要 目的 是 研究 頭数 前 振 
更 问题 ,而 形 如 (7) he 函数 是 单 请 下 降 的 ,没有 振 萝 现象 
因此 ,我 们 有 兴趣 的 最 简单 的 情形 是 4 的 分 布 质量 集中 到 一 
个 有 限 点 ,不 妨 取 这 个 有 限 点 是 1 ,因此 令 
(3) ad) = 1. 
对 于 这 个 特殊 情形 ,我 们 给 它 一 个 专 有 的 记号 . 即 以 a+) 
记 (8) 所 定义 的 A 所 对 应 的 ヶ PRR. TEH (6) 得 


td aye 
(9) ptt) =e" + > TE EX een, 
k=} . 


O<t<co. 
按照 第 五 章 定理 Y 的 推论 有 
cla) p(t) S exp (— (1 — e™?)), 2l. 
为 了 建立 结果 (4) , 我 们 准备 分 成 下 面 几 步 . 
A. 固定 自然 数 oe? .又 设 Oe, S 
(11) ACJ} =a, Ate} = I — a. 
WE .4 记 4 的 退化 , 则 按 定义 ( 第 五 章 $1 (1) 式 ) 
C12) AQ) =a, Aloo) = la. 
现 取 EPU ,使 ph, 出 由 (6) 式 有 


人 
AN 


id _ aye 
(t3) pte) 一 > Pe Hat, 0 
$= * 


- 180 - き 1 村 章 的 主要 结果 与 证 明 思 路 


(14) p(t) = >) re ky el bt 


一 Ne] ーー aja’ ty 


FESS g@—n-k+ DE 


#=| (EC 1)! 
ns tS Ln. 
关于 tl On, p lt) 的 表达 式 此 处 不 再 写 出 ( 后 面 不 需要 ). .pC(*) 的 


表达 式 则 是 
si 
aD 9 = 2 PERN eat, OKL oo, 


我 们 将 在 8 2 GbR gel 和 SS1 的 情形 证 明 
(16) pit) — pC) Ee, nme USS Br. 
B. 仍然 固定 n2 , 设 0a <1. 又 设 非 负 实数 cc A 
al 
BIg = l. .并 令 
j=1 
C17) ACD = aj = ca, 二 下 一 | 。 A = l a l 
于 是 
(18) Cp =a; = ca, Lja 1. Aloo) HK 1a 
現 取 PEU AE pa. 则 由 (6) 式 有 


LJ ie] 


C19) pC =e "+ > > me jh ett Dg, sa; 


bil jol pte tae 
LER. 
而 g(・) 的 表达 式 则 为 


{20} p) = e* 
a, 加 〆Gー iY ens _ 
+ >) > > Pe re Pair E R 
テイ キョ キー キュ ネー テー S 
1 hh R 


我 们 将 在 § 3 分 别 l 和 gl 的 情形 证 明 
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(21) pity 一 の < le, 4 ES 2a, 
C， 最 后 我 们 将 在 $4 対 一 般 的 nO At, weR 证 明 (4). 


$2 主要 结果 的 证 明 ( 一 ) 


3. 儿 个 一 般 性 引 理 
下 面 引 理 A EF 是 很 初等 的 ,其 目的 是 为 了 使 后 而 主要 定理 
TERA BAK. 


引 理 A 
设 7。 カ 0 L 
(1 gla) = (1 — afi + afi, wt. 
则 当 N gL) ,如果 カー RI 
(2) vay + B+ É< + HA, 


Osa. 


证 : 4 foes. kd) BRA a) SLOS aS 1). MR fi > fo 
20, W fo. RER gy C4) = fot si — afio HA Gg) 在 点 
= (1 — 2) /2 sept. tt 


引 理 也 


k= te t+ eT we a Žž q 在 [0， Co ) 上 的 严格 增 函 数 . 


・ 182 + $2 ERARE- 


HER @ = — fet fet > 0 (a> 0). it 
引 理 C 
证 70 > 则 
(3) 2 el. 
q q 
证 : (3}) 等 价 于 
(4) ae ツー ロジ 2 


设 の = 3e 十 9 M (7 デー3e-! 二 1. Alb ot +) HEM 
取 最 小雨 , qe 满足 方程 e = 1/3. BA gor, 故 old 1+q0> 
2. H 


引 理 D 


Han fD Sre (red), M EO 在 区 间 [0,n] FPR 
增 的 ,在 [aoo) 是 严格 减 的 :而 且 max f(z) =ne 


TE: Ff G= aere. it 
引 理 EE 

设 92>1 和 
(5) HO) = Sate ー 1)e 十 イダ 一 2)e £2, 


则 HOSI e (22) BA [3,00) 上 H E ak. 


证 :如 果 gG Loe 8 PS Pa De, ASE D 有 
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(6) HO S_qa— Deo? <= le. 
现 设 he PRET ea: 
(7) q(t — lye“? = PLE — Bet, ts 2. 
土 迷 方 程 整 理 后 変成 CARIESAT): 
(8) qa — 2ye — (¢ - 2) —1=0, to 2. 


于 是 《注意 ee) 


(9) = 2 + LELT Meet yhe 


令 


> 2+ gett Tene, 


€10} = 2+ 1 十 Lern, 


因此 从 (6) 及 (9) 得 
(11) HQ) < Ife, 2 tS ky. 
现 设 th, ASIE D 
(12) git 一 2)%e- < 2 の 28 一 2 t= 2. 
HF >, Hg Le tg gi] 时 ,在 tee? 是 单调 下 降 的 ， 
故 由 (12) 得 
(13> HOS ETO — le iD em, teh. 
現 (10) 代入 3) 得 


(14) ZOE EE +e 


x exp] — (7+ pet te") |+ e=, t> ty. 


由 引 理 B ,4 + ent toot iE g 的 严格 增 函 数 ,并 注意 >l 和 
ze 一 在 [0,co] 是 > 的 递减 函数 ,得 


・ 184・ $2 主要 绪 果 的 证 明 ( 一 》 


(18) ACO S + l+ Je :十 ee) 


exp 


xp —1— Fete | bet 
3 
4 
シメ 1.8 X 0.1653 + 0. 1353 
= 0. 3584 で 0.3679 œ Ife, tb. 
由 (11)、15) 得 
(15) Hi) <= t/e, t= 2. 
BLUE 戸 (・ う 在 [3.so) 是 严格 减 的 . 对 AC) 求 导数 ,并 整理 成 
t 一 2 的 二 次 方程 ,得 


PO 一 一 全 ee >| — 3 + 3¢ — (ge — 39) (4 — 2 


+ の (7 — 2)%e%). 
& Ts) =0, 并 应 用 引 理 全 得 


a— on 2 の 一 36 土 6 vf Cet 一 3 一 12e D 
ュー ゥ ー 


2g7er 
mm LL Be 
29@" g 9 
Ai H' (4) 在 [2,3) 之 内 才 可 能 有 解 , 故 FH' (0 在 [3,22] 内 无 
零点 ;从 而 HO) 在 [3,00] FE Te BH HK. H 


引 理 F 


Kgl ， 则 方程 
C17} gr — Leth? = gti 一 2) er í 


W 


FAE PME p- RAEAN. s ARRA ・ 185・ 


(8 ti 3. 


证 :由 引 理 EE 的 证 明 . 方 程 (17) 在 约 去 韭 零 因子 之 后 可 以 整理 成 
(8) sh. 方程 (8) 只 有 一 个 解 >2, 即 
{+ “1 + dge 
二 2 十 一 一 一 一 一 一 . 

2qe" 
但 是 1 1 Agea (2get-- UE a3. Beg Z 时 ,96 一 
De g e OP, j ee, E (18) 成立 # 


4、 基 本 引 理 


現在 固定 7-0 goo ,和 0a 人 1 + 
E] 


- RCE ーー k'e -gii t) - ー 
(19) GLD = 了 (i a, i 1 
2 @—1! 


b 


引 理 G 


当 gz | Ry 
(20) (の < Ie, (> 


证 :我 们 将 证 明 分 成 若干 步 . 

1) 当 led 时 ,我 们 有 

GD 一 (1 一 ad 一 De SE (1 一 ae Se 

2) 当 2sSgsS3 时 ， 我 们 有 

(21) GD = Cl — adglt 一 Lent? 
+ Ck — ajag lt 一 2ye i 
如 果 ga We Pg? a 2¥e— , I A 
GO <q — ide" <= Le. 
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如果 ga De PP? 2), WU A S| A 与 引 理 E 得 


GD < Age — Dee? 


十 Jea 一 Beet“ < 1/e。 


3) 当 i3 时 ,有 
(22) GD = (1 — ajg lt — De ビリ 
+ CE ajag lt 一 2239 全 


Ce] — 
~ (1 一 ada* i ーー 
4 {E kt ate} 
U D E e 
由 引 理 F 得 
att — Let"? < 2 — 2)2g- で ー の 」 ir a. 
由 引 理 A 得 


(23) の Sat — 1 や 


1 ーー 2- tt—2) 
十 ait 2 ye 
Ce] 


_ ォ ー1 
十 > HITET pe 一 ke), tte 3 
koa 


PLEX f Ca) —k(1—adat |, 取 导 数 易 证 
KL = ada [1-4], Kalk 2. 
但 是 | 1 一 志 | E e PF EA OR 4 一 2 达到 最 大 , 即 有 


(24) kA 一 Da EF Lelik 


HD 代入 (23) ,得 


SAR PE, BRA CHIR pee RA 1187+ 


(25) GOS (一 le sD 


I l; — ーー 
十 ala at — 2ye 
|e 


+, ie — k)'e —git— t} 


= Fatt — Wet 


1 テー は ー ト 
Fed yt De en 


ーー 了 -= ーー Fact ーー De tt D 


2 


< a0 + at — Dew, t 


W 


AP ep 由 $1<9) 式 定 叉 , 由 $1 (10) 式 得 
(26) GOS っ xp て 一 (1 一 ee 9) 
十 Fatt 一 Devt), t 3. 


SRM gl, g De“ FEL3,.00) 是 递减 的 5 见 引 理 D), 故 
由 (26) 得 


(27) GO S < exp( 一 (1 — e7) + Fae -h っ 3. 
但 是 (27) 右 这 两 项 都 是 ?在 [1,se) 的 单调 下 降 画 数 , 故 


GOS Jex G 一 e 0) 十 se = 


= soe teya Sel. 44 + 0. 368) 


+ 188 + 82 ERES RMR つう 


ae 0.9e7! < eT! Tt 
引 理 H 


当 4 所 1 有 
(28) (の < Ves tx. 


证 :仍然 分 成 若干 步 进 行 ,但 与 引 理 FF 的 划分 方式 不 同 . 
D ME- OLL, BY I< 时 ;, 则 出 


g(t — k) = g 13 — p(k — 19 <1, EREA 
得 
gece ーー > <= qtt ーー Be gii Ey = lre, È = 2. 
ina 
le] _ 
-== 1 ーー È 1 ， 
GQ) = る tE oe gle kye tH 
W 
Kga PeTo SA — g)g 
eT 
Le] 
Se DI a ne. 
2) 如果 gE DEl, 但 —-2)<2 , 即 当 
(29) 1+ giti 
时 ， 
(30) gt— k) = gf 2)— qk 2) 2 DLEE 
手 是 由 引 理 D 有 
(31) ge — ete Or ee gti — Be ED, tmke?d. 


因此 有 
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(32) (お = Cl — agit Le wo 
fel 


-A _ 二 一 上 
b> a 5 to ke 


二 一 


so (1 at Oo ee 


+ Ci — Wg — Ze >| > or 2) | 


= €| agl Dem i 


+ = oqa — aye | ee ター コロ | 


= (1 oa) glt — eTO g(t 一 23e») 


A て 1 一 Dga De TTD, 
现在 如 果 galee gga Be GD 给 出 
(の SCL gq — De TOT の ye 
WMR ga eta gti 2)e  , BT t— le G— 2)et, A 
Hh Dae DTS] o UDI, A 


(33) IH SKH 
现 将 (32) 右边 看 成 4 KARR 


(34) f(a) 一 (51 一 ol gt 一 Le aii ーー qa 一 2)e ea] 


H (1 一 agli 一 2ye tt), 
对 a 取 f(a) 的 导数 
C35) f Ca} = — | sc ー De =D — gU 一 の)e | 


+ (一 Bye BC] 一 ag)9 — 2) 一 1). 
A GBD ga 20501 ;以 及 条 件 ge 一 eg i Be OE 


・190・ $2 主要 结果 的 证 明 ( 一 》 


得 疡 Ce)<0 .因此 , 当 守 满足 (33) 时 , て ・) 是 e 的 递减 函数 ,从 
而 由 (32> 得 
GD S FCO) 一 9 人 一 De "TD < Me. 
3) Mik 494 一 2 之 2 ， 且 94 一 3 大 3 ， 即 


(36) 2 += CI +3 =. 
于 是 我 们 有 
(37) 一 kW sg 一 33, ki 3 
由 引 理 D 
(38) 一 REY SFU — Be HE, ke 3 
因此 

Ci] 
(39) D= D GA EG et 

& (1 — agit le tt? 
+ (1 一 ajag? (t 一 2378-0 


+ て 1 一 qt— Be 9 一 >| や qigi{t 一 32 


和 

从 而 我 们 有 
(40) (の SS (1ー agl 一 Meno 

+H — alg — Le? — gt — De”) 

+ O — adal tt — 2372? — Pa Be), 
HF ae—-De2 Rel, 回 
(41) qt — D = QQ — 2) —qwee2-—qel. 
于 是 由 引 理 D 得 

gi — Lent? < g(t — $e "TD, 

因此 (40》 右边 第 二 项 是 负 的 , 故 
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(42) Gt) SCL — IE 一 Be ot 
+ 1 一 ajal le 一 De MD g(t — Bye MD), 
現在 加 果 至 (一 202 8 9 一 3)2 N (42) 得 
BD) <1 — ag t — Be GO el. 
如果 g?t— 2% agi 3) et, BE 


(43) t— 2 (t— de”, 
则 有 
(44) ga — Dye ーー Tre FG ーー Bee 


> g(t — Be = glt — Be, まっ 3. 
(44) 代入 (39) 得 
(45) GOL O — agit 一 De? 
+ C1 一 ajag {i — 23227 2 
+ C1 — adele 一 pyel Ss 


i=? 


= (1 — aati 一 2)e OTD 
+ (1 — a}( — le"? g(t — Ze), 
然而 因为 yt 一 >qg(t 一 2) 守 2 之 1 , 故 由 引 理 DD 
(46) g(t — De に DP < g(t 一 Bye, 
B45). 48) 得 
OD <1 aa 一 De UD SS I fe, 
4) 量 后 , 设 3 H 


sig ー 2)4 


(47) qt — DBL g(t —E—- DKIL 
此 时 有 
(48) ge Ð Sqt—f£-—1)<Kl+ 1, koet+ 1. 


故 由 引 理 DD 有 


$2 TRB REEN 


D 
bå 


qg G 一 ke x pte — E— [ete OD, 
kipl. 
因此 
Cel (l—a) 
C43) Ctt) = 2 GD" pG = eye he) 
s ko eae ee 一 bye tt 
+ Cl oy fC le TTD 
x | > eo ー テ | 
从 而 我 们 得 到 


{50) DE (A ag 一 テー- ett NU-e) 


十 【1 o>) = (att — Re 


— g(t — i — 1)te ED), 
由 C47) 和 gl ,对 任意 1 所 (一 1 有 
Chl) ga — k) Sga ie l) Se —- Og ei 1 ee, 
l&k. 

由 引 理 D ,ze “是 z 在 [j.co| AD Ree eee (51) 得 

GE — Me SFG dm byte, Pople L 
从 而 (50) 右边 D, 号 下 前 7 一 1 项 为 负 , 故 
(52) GOs Cl — aylé — i — Pe mt 


《1 一 a} 
G — 1)! 


— YE ーー デー De サー ビリ ] . 
現在 如果 gae gL Le PO 


+ (ザー en 
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GO <1 ogo to Dye tr 0 1 fe, 
如果 EOT Sgt ye 4, 因此 
(Di Deri 
于 是 得 
(53) gilt — De PO > g(t — £ — 1 elite ate 8 
le HED, kitl 


以 《53) 左边 的 项 代入 (49) 得 


i— l 


， (1 一 a) ーー 
(54) GOs Gopi" 4 lg — De 


ーー j Kapn eye 一 ey} 
+ = edge — De 之 カ 」 
一 Cl 一 algi ーー Eye eH 


+5 Gre eta = le P — pE Dee). 
但 是 
git — k) Sg —D DiS ks IZ ki]. 
再 次 应 用 引 理 D 得 
(55) E PEG De 0, 


由 (54)、(55) 得 
er のり SU — oot De "a fe, 
因此 ,由 2) 至 4) 我 们 已 经 证 明 , 对 一 切 


(キー (< キキ (> 


都 有 GOS 1 /e. ANA 1) 步 ,我 们 就 得 
OD < ie, cel. 
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5. 本 节 的 主要 结果 
J G 和 3 引 理 HH AA BH POA. Pa eA R 


最 后 结果 ,然而 它 只 不 过 是 将 引 理 后 M H 换 一 种 叙述 方式 罢了 ， 
当然 ,我 们 正 是 需要 这 种 叙述 方式 . 


定理 


设 EA EA O AWATEA: AA asl, 


aR nee, 使 


(563 Atl) =a, Ata} = 1 — a. 
则 
(57) ptt} — ptt) & te, nis Br, 


证 :由 $1 的 (14) 及 (15) RARITA 


ptt) 一 。 ぁ (の 
[em 二 1] 
が し ー ァ ルー キル 十 1 デア gti neti) — kel 
之 EDI Dy! e {1 aja", 
ns ist n 
XA (の HELINA 
pit) — pt) = Gt 一 十 ly, natr. 


应 用 引 理 G 和 H 就 得 (57). it 
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$3 主要 结果 的 证 明 ( 二 》 


6. 本 节 的 问题 
ise GIR nl. 又 设 有 非 负 数列 mc 一 :满足 关系 
(1) Sto = l. 
现 设 AC Ary 満足 
(2) ACF) = cjs ls jema—il. 
并 取 PE #* Ce) 。 使 Pac As 则 由 $ 1 (19) 式 


Ce] Ee] 


《3) aft} 一 er 十 >> > Dey ares 


k=] j=l Gy teeta 


IER 
由 第 五 章 定 理 Y 的 推论 有 
(4) Pelt) Sexp(— (1 —e*)), i=l. 
现 令 
5) et) 一 《1 一 watt — De 


J Jar IS 


二 名 二 = Dr > 之 ーー De, 


i=l ate tay ns 


Oma lt Sl. 


WRR o=l, e= 0, 2<< sz 一 1 spi] 
どの = GC), t= 1. 


st の = pol), LER. 
我 们 在 本 节 的 土 要 目的 是 要 推广 $2 的 结果 ,其 中 主要 部 分 
是 证 明 


・185・ 3 EAR AHEM C1) 


(6) at の & 1/e。 cued. 
7. gel 的 情形 

WT TEAR CG). E82 -… 样 ,我 们 将 证 明 分 成 yl 和 gl 两 
种 情形 ,现在 首先 考虑 1l 的 情 形 . 


対 2 ， 今 


ie 一 
(の の = > T > Fe me! ーー ュー enen, 


t= 2 tasli jida F 


PRS PSB Feli fE R. 
引 理 A 


Piel s AR MR 2,00) 有 连续 导数 ， 并 且 
(8) Fy) = gl Felt) Prt — 1) FeO], 


(9) と の re == — gtgtete = — gt st le), 
a 


go Ok i. 
二 此 , 当 2<m<t< aa 二 1 时 ,让 (93),(7) 易 得 
Fi dt) テー タル Kg 


igs | に | ょ ュー - 一 1 一 of 一 1 一 
PP DD ee AUS j= De 


J lite +i es 


m ] m— 1 
J 、 5 . 
一 一 站 て の 上 q > a ` ee, PU 一 了 一 Lyte oe ュー1) 
k=] 


tslat Si 


=— ql PD 一 一 1) fe Ph. 
上 面 第 二 个 等 号 中 ,用 上 变换 4 一 4 一 1 a 
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引 理 8 


如 果 FC) 在 >? 递增 或 取 最 大 值 . 则 
(10) Felt SK expt (1 — e 1) 一 ew, 


证 :由 于 F Go SO, ADS OR 


引 理 で 
Egel, > 
h CE) = [ace 1) 4 Jeon my i A, 
a(t) = | Sgt 1) L Jezo, tA, 
i 


RACs) 和 fel + 在 [4,co) 单调 下 降 . LS 


sos [ss gj L 
arC 在 [oo 单调 下 降 . 
证 :由 于 og) ote 我 们 有 
k (の テー ee | yt 1 一 号 | = 0, 
5 
ht > の ーー wl att 1} 一 1< 0, 
f' (9) =— elee ーー | 


引 理 D 


H gl, MA 


«198: 8#3 十 要 结果 的 证 版 (…? 


(11) G,.(4) Tfe, t > 2. 


证 :分 成 如 下 4 步 
1) 当 le<cexc2 
Gett) = (1 — agli — De? <= (1 — ae! 
2) 当 2AL3 ,按照 $2 引 理 G 第 二 步 的 证 明 
GD = Cl — qt Der? 
+ O — dace tt ye TP <= Gt) & 1/e. 
3) 当 3<eE 4 则 
(12) 0,4) = (1 — aqt 一 lye? 
+ €1 — ajacig (£ — 2)2e "TD 
+ C1 — adacg® (i — 9) ® 


+ Cl — acfg Ce 一 8)%e- 

= (1 — e — e) (1 — alge 一 De "TD 
+ al 《1 一 g)g 一 Pe 
+ コー adage 一 2)%e-96-® 


十 Cl ーー aa ci Ct ーー Byer 
+ ol (1 一 ajg le ™ Tn 


+ ロー ag Gt 一 8) で | 


= (] = a; — en), + cida + Cala 
其 中 工人 :都 是 土 面 系数 后 面相 应 的 项 . 
显然 
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(13) FS ql — Lye <I fe, 
由 $2 引 理 G 第 3 步 的 证 明 , 我 们 有 
(14) Fas U — agit — ye 
十 S — ajag (t — 2ye "2 
tz 
现在 估计 五， 如 果 ga Lye Pg uU 3ye, WE 
S2 引 理 A 
(15) In qt — Dew" SI fe. 
如 果 ELE DWH $2 引 理 A 


te ーー 


BS att 一 1》e- 4 了 2, dye , 


3 三 和 4. 
由 き 2 引 理 D , regde tat), m ze "在 PT1,oc) 下 降 ; 故 由 4 
=l 及 i 得 


(16) ac 2e + e? = Ze TI = 2. benten] eZ el 


将 (13) 至 6) 代入 aD 得 
Olt) < 1e, SLEA. 
4) 最 后 ,假定 Kual ,其 中 是 自然 数 .此 时 我 们 有 
(17) GE) = (1 — agit 一 Te Dn 


i—1 


十 《1 一 aa > low? (E — k 1 


k- 1 
ュー ュー 
tS Di rr 
Fh iit 5 
其 中 我 们 便 约 定 


(18) «= 0, nj oo. 
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项 在 我 们 将 6C17) 又 分 成 两 种 情形 
WEA. 如果 


Ser 一 を 一 De HERD gE et, 


Mr § 2 引 理 A 
(19) Cho» alga et 


+ Set —k— lyfe + Dag] — a) 
ET 
< gle — le 7", 


(20) jl 一 の ge! < E 


8， koe 3,0 last l. 


$ (199.€20) 代入 (17) 得 
(21) Ot) tt lev? 


$a 2 egne, Gili J — le eer 


tasi itet j5 
KaU DeD 十 村 Pa 人 


其 中 FC*) 如 (C7) 所 定义 ,因为 al, (21) 中 右边 第 一 项 在 


[4,co) 单调 下 降 . 因此 ,(21) 右边 在 某 点 ord 达到 最 大 ,只 可 


能 或 者 : 4 一 4 ,或 者 :六 4 ， 而 在 5 处 FL UA LARA RK 
值 . 在 第 -- 种 可 能 情形 , 即 〈21) 石 边 在 4=4 取 最 大 值 , 则 在 第 3) 
步 已 证 Gt) <i/e ASO. EP PRE, A 

(22) gs の < alto — Det? + SP), b>. 


此 时 由 引 理 B 得 
(23) Galt) glto — Le te"? 
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十 了 exp( 一 (1 — e) 一 er 
= (e= D = Geen 
+ oxp(— (1 — e79) 
°°*P Ea . 
上 青 由 引 理 C , ER ASU b FEL4,00) 单调 下 降 的 , 故 


er の 13 ー す "で wp 一 ローg- の う 。 tid. 


仍 由 引 理 C ,最 后 得 


(24) Oy tS | 3 一 $) e7? + Aeon iy 


ae 0.35e-! + 0. BAe™ < el. 
情形 B. 如果 


ェ ー ュ 
(25) Sara — k — (yT Se gtt — le 88-9, 


k=1 


別 由 き 2 引 理 A 
(26) ロー ge — 1)e-" D 


『ー1 


十 Slagt — k — {et 

ュー ニュ 
3 一 qt 一世 

= ya — De 

1x! 

十 イィ フッ — k — 1)e ビジ 。 
t= 1 
『 1 k— 1 l 
又 取 zz2 BY. kaart 1—4] Sye 代入 U7) 变 成 


(の = 34a 一 Lene 


・ 202 + §3 主要 结果 的 证 明 ( 一 } 


sour (t — k — ] yet ED 


TlH >) > の ey, GC — チー Lyte soso 


JJ] 用 十 十 站 一 


= Face = Der? + SP, tA. 
与 情形 A 完全 相同 的 讨论 ,我 们 得 

Celt) & (Fee ーー +] ee 十 fen, 
由 引 理 C 得 


GoD: 


8. ql 的 情形 
现在 考虑 gl 的 情形 . 


我 们 注意 到 ,在 oe] 的 情形 ,上 面 引 理 D 的 证 明 , 基 本 上 是 
重复 $2 引 理 G 的 证 明 步 又 . 对 ?4 委 1 的 情形 ，(6) 式 的 证 明 已 不 
能 重复 $2 引 理 H MART. 而 是 在 $2 引 理 H 的 基础 上 完成 


其 证 明 的 . 
首先 叙述 几 个 一 般 性 引 理 . 


引 理 E 


EIEN GAN) 是 两 个 非 负 实数 序列 ,满足 人 条件: 对 任 
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意 正 整数 去 有 
(27) Sax Sto. 
RH GAIEN) Z AER Ene AFB 
dy ed, De, a0, AEN. 
则 对 任意 hEN 有 
(28) Sad: < Sbd 
i= i 


证 : 当 #=1, (28) 由 (27) 直接 得 到 . 如 果 た >1、 回 
Dba. — { 之) 到 二 一 S >) (あー あう 


> S Sa) (る — dr 
j=l i=1 


= Dot- (Deja 
SATO 

2 一 Dads > > ({ 5) — 「 22))4 テ 0 # 
引 理 F 


设 CatEN) (4,1 N) 是 两 个 非 负 实数 序列 送 合 条 镍 C27). 
LEUEN 是 非 负 非 减 序列 : 
0 
WATER ACN 有 


(29) >be. <= S jad: 十 Sib — Sja) dy. 
ied i=l =! i 二 上 
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VE: el, 因为 SGEN), 我 们 有 


yoda — > bd, 一 S Sta) (d; — dja) 
1=1 j=l i=] 


ュー1 


= ( >ja) (d; — diyi) 


从 而 
> < < Daa + (Dn Dale > 0. # 


i=l] 


引 理 G 


设 (wi N) GEN) 是 陌 个 非 负 实数 序列 满足 条 人 性 :看 存 
ARK no? 1 OF, 


(30) I Sa = $a. 
agt 


as Sth, AEN, 
i 一 1 =I 


Ri MEND ZA nA RRA mis LIF FF 
C31) haere Ss 中 = dati = 


则 


nyth nth 


Dad < > idis hE N. 
i=l i=] 


证 :由 引 理 F( ERR (27) 与 条 件 (30) 中 第 一 行 与 第 二 行 
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C0 Eno Fy ISIS a0) WEA AR ATR 
Sec Su + (Saー ツ ge 

但 由 条 件 (30) 第 一 行 ,上 式 成 为 

(32) Sad. < Sha. 

PIAS SIEM E 用 到 序 列 Ca.4E N) 及 (30).(31) 得 


ngt myta 
クー Sa + >) ad, 
LTE 
gt 
< Do + >) bd, 
i 4 -aa 十 1 
ngota 
= > bis REN. # 
+- ] 


下 面 我 们 恒 假 定 G6, 1 所 i 这 z 一 1) 満足 条件 (1) , Bl eo, 
之 “一 1 为 方便 起 见 , 恒 约 定 


€33) ーー 9, i lea. 

LK (otE NY) 的 假定 下 , 令 
GO m= D, es ENAE NS 

TE t 

显然 有 
(35) a = Gs IEN. 
51 H 

HER KON, AEN A 

eeits rth 

(36) DOENTES pa 


i ktl 


- 206・ $ 3 主 惨 结果 的 征明 < 二 》 


证 ;由 定义 
et+its e+ ite 
ft = 
= eee, 
iati cj Cipi 
工 一 上 十 上 t=et+1 Abertay ュー 


bei+a ki] 
= 


7 
= > Do Se > arne 


t=t+l 3} 5] Jte tiS A 1 


E+ at 


< ommend Sel 


i=: itetit 


k+ 
= Sane tH 


了 一 上 


注 : 在 (36) 中 令 左边 的 := 十 i , 右 近 的 {二 # 十 i 一 ] , 则 (5362 可 以 
写成 下 面 更 方便 的 形式 . 


a 
(37) Da <= D iiti 
i=1 


i=] 


引 理 1 
固定 kEN » mo 所 , fig > 1 , & Cb tE N) tok 


delitt lxix<tin- ] 
KA at 
(33) b, = ace 一 Dia E= fys 
=! i—i 
üii tkis i > fo. 
则 
上 ‘ 
(39) Sja Hap Se フリ な LEN. 
i=] =I! 
和 
tk atA 


C40) D anit = Ses k € N. 
1 一 1 i:-1 
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证 :由 定义 (38) 


(41) Ea = Stays an 1 
现 证 (39) . 24 が Sse 一 1 时 ， 由 定义 (38) 第 一 行 得 
C42) > = = ar te 


“hen 時 , 由 (41) 及 定义 5 的 (38) 中 第 二 .三 行 立 得 


(43) De = > + > & = a ites 


iets 
由 引 理 H 的 注 和 (42) 、(43) 即 得 (39》 和 (40)， tt 
现在 再 引进 一 个 方便 的 缩写 记号 , 令 

(44) df = Att — FE it Te OED, 

ECR, EEN, EN, E+iS TE] 41. 
2 实际 上 还 有 两 个 变量 上 和 9 没有 明确 表示 出 来 . 我 们 在 后 面 
的 一 些 运算 中 ,只 对 上 的 变化 作 运算 ,而 将 yz 总 看 成 是 固定 
的 . 


引 理 J 


RSL REN gakk gG—k—-1)<k+ 1. 则 存在 
JE ER riyrz，yz0 使 
(45) ョ ーー タテ ーー タデ ァ ロ ーー テーー ィ ロー デル 
且 对 任意 <li) 
(46) GP Lo LAP E depa D> o D> diir 


证 :由 8 2 引 理 D , vee) 在 [0,j] AER EL 单 
调 下 降 . 
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現在 gi — eek 面 gak Sk 十 1 及 XS) ,因此 对 任意 
ISIS FTE GEN 使 
(47) ーー カロ トキ トロ ワー ーー 
因此 由 $2 引 理 D 给 出 
の < て ーー・ < ay 
= Gli — fm tb Die tre Gt 
pei pa j— be oP 
= d > a > oe > ar} ate 


现在 对 1 jE ` > 


(bse 车 d > dL 
(48) ros | 
心 十 ]， 者 
Wet * 十 [明信 nl 则 我 们 显然 有 
(49) 1 
而 县 
(50) 和 二 ft 


MERTUA ATT EES BEY. 首先 注意 ，(5) 式 定 
30M BC 可 以 用 く 34) 和 44) HEERE 


C51} 人 (ば) 一 (1 aygct et 
ェ ーー 


LJ 、 
| S ea 2 > ree wt — j— lVe eo Mme aD 
k=? H 


ュー ニャ hteti y= 


= (l — ade — le t 


lel il- 
《1 一 aa! 
Bt- Las t= | ・ 
+ (k — 1)1 4 


或 者 在 土 式 的 下 标 中 , 令 ! 一 :十 ?一 2 得 
(52) (OO = (1 — ag — ete"? 
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[J コーキ 
一 - até! 
+ で DD G— ae” a) > 站 :一 Te 一 D, t= 1. 
i=1 


{k — HI 
引 理 K 
设 gel , 则 
(53) Gaek EY = 17e, t => l. 
证 :仍然 将 证 明 分 成 若干 步 - 


1) 设 aG- DSL ,这 一 步 的 证 明 与 352 引 理 五 的 1 相似 . 此 
时 有 
PG — Eve OY Sa - Dee, 2 lke. 
从 而 
Ga いり = (1 一 ag 一 le te) 
— + 一 1 一 1 
+> i Ga > > eye, Ft = 3 一 Le mi 


ーー 
<= Ci — welt — De 
Lel Jat} 


ョ ー【 
+ る で (] 一 セー STI ーー Dela _ een 


sg 一 DereroS ti ー aa" < 1/e . 


= 
D 現役 gaDl 而 GLD o, ei a SB J 存在 

(54) ロン ティ ッ ー ィ ーー ー ィ ロロ デュ 

使 得 

(55) a 

及 

(56) dP dP > + > df ap 2a j< [1]. 


现在 我 们 取 
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Cis isi<in—l, F 
acl 4 
(57) b=41— Sa, ュー r, 』 
im] 
0 + i> r. 


BR >0 GEN) H クム ー1. 于 是 由 (55) 得 


《58》 a? <= Da. 
i=] 

(58) ME FARES 

(59) g 一 le < Slag ed 
i= 


现 设 jee 由 引 理 H 的 注 : 
60) Da rir? = Sau = ye <= > bh, k> l. 


i=] i=} =) im] 


其 中 上.tE W) 由 (57) 定义 ,并 注意 oma. 
现 由 (60) 、(56) 及 引 理 E 得 
(e]—j+1 [人 ロー! 


(561) > Bj- ipj i <= > bA, 2 = 2 ` 


i=l =) 


JAW H (52)、 て 59) 、C61) 得 


G8) x ee 一 : エ < 1/。 ， ti. 


i=] 


ERGO) 由 有 2 019 定义 ,由 §2 HG, GOSLI e. 
3) 现 设 ge 一 2) 演 2 H ge 一 3)sS8 。 由 引 理 3 存在 


62) = l, 
使 得 

(63) E> 
(64) 1 


(65) EP D> di? > os > di ae 3<j< [El 
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我 们 取 
全 zi 十 村 一 ] 人 lige: 一 l; 
fy ral 
Sa 一 She i= fis 
im] i=] 
(66) 4&—4c5 rtlsign-—l, 
+i 
ュー pih, i= rs 
a= 
0 ; i> fy. 
现在 我 们 需要 证 明 
(67) Gal S506, it Die. 
im } 
由 (63) BRE 


(68) gi — Der = P g Sali ー ie", 


im] 


因此 ,证 明 (67), 只 须 对 j2 证 明 


[i+ "1 [ーー ョ オ 1 
(69) Dy tiers dl sc Db? = 之 1 bal. 
i=] 1 i=1 
其 中 dP の = の, 当 >j 由 引 理 1 、 引 理 G (37) 和 
(35) 式 及 定义 66) 得 
[9 一 ! 了 1 
(70) Dad < pdf 


而 对 je3, 由 (65) 及 引 理 E , (69) 成 立 , 从 而 (67) 自然 成 立 . 
4) 现 对 任意 kee , 假定 ghee H oUi D+. 则 
由 引 理 I, 存在 
r= +t. 
使 対 任意 1 所 ;所 [二 有 
ay? = ai > oe > dfir 
现 取 (asE NM) 如下; 
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本 ュー1 IKin 一 1, 
= 号 yo) 
D aeae 一 Shoes t= Th 
t=] t=] 
而 对 任意 1 で SS* 一 1, > 
Aj jti- mj 十 1 和 i 和 ?一 1， 
= F; 了. 一】 
D i-i 一 Sa. i= fj- 
a=1 t=] 
XS 
ali’ ra+tlsign—l, 
fj 一 荆 
b 一 1 一 Dyas a= fis 
4=1 
ひ + q > Fie 
现在 我 们 断言 ; 
(71) の L DBO 一 十 1) < 1/e - 
i=1 
(71) 的 证 明 只 须 简 单 应 用 引 理 下 至 J 并 重复 第 3) 步 证 明 即 可 . 


tt 
9,， 本 节 的 主要 结果 


由 引 理 D 和 就 可 以 获得 本 节 的 主要 结果 , 它 是 定理 I 的 推 
广 . 


定理 I 


设 PE Hig prH-iC a, 而) 满足 下 述 条 件 :存在 Oe] ， 


自然 数 n>2 BIER RE cca pos 使 之 40; 一 1， 下 
(72) AG) = ca, LS jaian 1,4) デュ ーー な 
则 
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(73) F(t} — pO) & te, RS tS ZR, 


证 :由 § 1 9)、(20) 及 本 节 (5) 式 , 当 atte 时 有 
nt) — pO 
[A 回 5 0, 一 Dap 


aj 
1 
4 一 1 4 一 1 トト k! 
[J PF . 
GE I gem in 
ーー a, ed, kp” 
t=] j=l ft Faq 


1 で のみ てぇ 
(1 一 gyg(tt — nde rs 
へ い Ci — 的 天 ! . ， 
SD or te a De 
ュー 731 Sb ba ms 


= 6,,.€¢—r+1)< lye. # 
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10. 尺度 变换 


设 PE 到 ,任意 实数 o>. > 
C1} nD = p(t), i= 0. 
HEREZ, 但 是 的 典型 测度 与 HR HA 
T7. 


引 理 A 


Hope P(g ACA Api RHR mB (1) 式 定义 ;其 中 
O<b<tco. Spe P* OD). RKRAB A HAREM ADH, 
Bp AE A A mma. | 
(2) ACA} = AQA), AE BO,o]. 


«2de $4 ERK ORRER C=) 


其 中 bA= {beC A}. 


W:N- =g, KP O=, 从 而 nE o, HE 
,考虑 所 与 ? 的 拉 氏 变换 之 间 的 关系 ,我 们 有 


(3) 4,0) = or 一 [po sat 
一 + “pe "dt 一 #,(8/b) fb, a> 0. 
从 而 由 第 二 部 定理 立即 得 到 (2)， H 
引 理 3 
Hope Zp ~A A, ABA, ne axl ,bE 
R, ARE #8 之 2 , KBAR RM ci ans ジー 一 


(4) Albi) = ca, L<j<a—1, = 

则 

{5) p(t) —uplt) < L/e, nb CE 2nd. 

证 :由 引 理 A 与 定理 I 直接 得 到 . # 


11. 主要 定理 的 证 明 


现在 我 们 握 述 和 证 明 本 章 的 主要 定理 ,定理 1 及 定理 1 只 
不 过 是 主要 定理 的 特殊 情形 村 了 


定理 』 
设 pC P, 0 で CT<Coo 。 N 


(5) pe) — pl) SS Ife, ャ Rr. 


证 :1) 首先 设 pe HS * 6g) か ん AA HARE ACO, ec P=. 


SAR 标准 #8- 函数 和 它 的 退化 ?- 西数 的 最 交差 ・ 215- 


在 上 述 条 件 下 ,对 任意 mEN , 令 各 如 下 : 


(7) に ーー 1 EE m. 
™ m 


T 

则 AWE A MR peE Pt, 使 得 pa Ae TEIE B 得 

pa の — pelt) Ele, ft IT, 
moo, AW poe yep , 故 (第 二 章 定 理工 ) 

lim pa CE) = p(t), lim Pali) = pit), LE R. 
从 而 我 们 有 
(8) p(t) —.p@) <= le, ret 2 
现 由 51 (1) 式 


(9) pi) —.pt) = | (ん — #}ACds) 


= 和 (fr FOAL — f}, vm bs 2r. 
如果 ad =0, BORA PO — pQ)=—0 . reas. 如果 (rh 
>0 , Mj 


1 
(10) (えー TS ーッ TS 


1 

1 一 ACO, - 

HE, f (Os が SS て ) 具 2 在 (0, 7) 之 间 的 值 有 关 . 
2) 現役 pE paie Art). 


此 时 由 一 般 公式 
aD pæ 一 CO = | Smt の (9 の 。 EE 
由 (10) 得 


1 1 t 
{12) ptt — PO ET eD ‘TS 


tt 24. 
3) 現 投 pC P, r>0, 我 们 证 (6) 式 . 
设 aE A, ph m 0. 令 
(の = pA f [e,00]), AE AA, œ]. 
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井 取 pA. WE po ey MHAD 


pi) — ptt <= l/es tH ix BT, 
T T 

但 是 zp ipp ;从 而 

(の —.p() EE te. # 
推论 

Kh PE HP * (qh pie Ay vd. 

《13) (1— ACO) FCA < lfe, Ont. 
证 :由 C12) BI. + 
4# 


本 章 全 部 内 容 来 自 Dai Yonglong and Zou Jiezhong(1990b). 但 
是 这 里 详细 补充 了 8 3 引 理 K 的 证 明 . 
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$ 1 问题 和 主要 结果 


1. 问题 


令 
(1) Ma = sup (pO — p(s); pE P, OD sts oo). 

本 章 的 问题 就 是 求 Mot AE A. 这 个 问题 称 为 标准 函数 
的 最 大 振幅 问题 . 

然而 在 文献 上 ,上 述 间 题 也 被 称 为 Markov 振 划 问题 . 这 是 因 
A AE RAE RT, Su ft FO 中 稠密 ,因此 有 
(2) My = sup (p(t) — plo): p © Pu, OQ s QL oo), 

由 于 pC Sa 正 基 全 体 标 准 马 氏 链 的 对 角 线 元 素 ,从 而 有 上 述 
名 称 . 

然而 ,应 用 通常 研究 马 氏 链 的 方法 来 寻找 MH Aa 
不 出 有 任何 可 行 的 办 法 .事实 上 ,只 是 在 标准 pF 请 数 的 一 般 理论 
建立 之 后 ,特别 是 有 了 Kingman 不 等 式 , 人 们 才 开 始 有 了 一 些 基 
本 的 方法 来 研究 上 述 问题 . 

寻求 对 "的 值 的 问题 ,一 直 是 标准 函数 (当然 包括 马 氏 链 ) 
理论 最 有 兴趣 的 基本 问题 之 一 : 然而 ,也 许 是 由 于 工具 不 够 ,人 们 
对 上 述 问题 的 研究 ,一 直 只 是 停 缠 在 探索 和 犹 测 的 阶段 . 其 中 最 有 
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兴趣 的 结果 是 ( 见 Zou (1986) 和 Dai(198777 。 


(3) < 
2 


本 书 作 者 近年 来 使 用 新 的 研究 方法 , 即 本 书 第 五 .六 章 以 及 
本 章 的 方法 ,终于 彻底 地 解决 了 上 述 问 题 . 


2. 主要 结果 
在 这 一 章 , 我 们 将 要 证 明 
1 


(4) My = ーー 


目前 尚未 找到 证 明 (4) 式 的 简单 方法 . 本 书 用 三 章 的 篇 幅 来 
证 明 (4)《〈 即 第 五 至 七 章 》 MEEN SH. 但 是 这 种 证 明 过 
程 也 给 了 我 们 不 少 意 外 的 收获 . 第 五 ,六 章 主要 结果 本 身 就 是 很 有 
趣 的 ,就 是 在 证 明 过 程 中 用 到 的 某 些 引 理 对 于 函数 研究 也 是 有 
意义 的 . 

下 面 需 要 用 到 的 记号 ,在 第 五 章 已 经 提 到 过 和 使 用 过 ,为 了 方 
便 , 个 别 记 号 将 在 此 退 复 一 次 . 

设 0 ご gcco , uco , 念 て 見 第 五 章 § 2 
(5) PE) = (pe Fg ipl) = "PO EE 
CB) Aud = CAC A, tt = 0) 

WAM. の gz) BAG) 是 一 一 对 应 的 ,这 种 对 应 关系 就 是 
prow Ae 

Mik Tus 
(7) M(q,u.T) = sup (p(t) — p(s), wes lise, 

pE #(q,u)). 
为 了 证 明 (4) RAT A ig aE A ; 


~ 


第 七 章 es 函数 的 最 大 振幅 问题 ・219・ 


(8) Meara, T) <1/e. 
WEG 得 到 证 明 , 则 易 知 
(9) Memyoo) = limM (gs,T) < 1/e 
《93) 式 的 相反 不 等 式 则 是 容易 证 明 的 . 因此 我 们 有 
ao o Mguso) < Ie. 
由 C10) 推出 (4) 则 是 十 分 容易 的 . 因此 关键 问题 是 证 明 (8) . 


$2 若干 引 理 
3. 一 般 引 理 
设 2E A. 如果 A 可 以 表达 成 
a) CCO, の ) = ACCO, + 0, りう ， 


Al © Ars 2 E Ai, 0 SS を oo 
Wid 4=4, a. 但 必须 注意 ，2% 一 入 四 和 不 是 4 中 两 元 素 之 和 ; 因 


”为 和 (0cc] +4.0(00,00]) =2. HCL) 中 的 大 仅仅 表示 (0,ee ) 


上 两 个 测度 之 和 ,而 不 包括 {oo}. 
引 [ 理 A 


设 ME A B Acain wR pop KEP" DL pah, 
PAs Pav Ane N] 
(2) が CO > mw) + go: 一 2)de(dr). 


其 中 
(3) Fp = ane ™ 
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+ >) [PLE Perea cay), 


证 :出 一 般 公式 ( 第 三 章 き 6 〈12)) 
(4) pe) 一 9 4 や f LETE PH dr) ， t 0. 


(5) ad) =e "+ > f poe. eTa zadr), ted. 


当 z 一 1 则 

(6) ACA) = A, CA) + asl AD , AE BD, æ). 
EEO 是 不 包括 点 co 的 。 而 仅 是 (0,coe) 上 全体 Borel 
集 . 当 nee. R 


(T) (A= Os B ND = I CD 
j= 


Be MCAD + maf PCA) % ACAD» A€ BO, 00). 
因此 


pilé)— (の > faa eno ん Ce) 


t—r — — 
git — 2 —~ qte—z— pam D (gy) Aliz) 


+ | f (rx 一 1)1 
= [ra ーー t) Ald), ! 0. H 
引 理 B 


GE Aya AcE A A メー 久之 0 . MAR PCH") RF 
(8) が = .pt) 十 f, _ (ある — y — I)å ldr} 
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= + f ft — 1— の (ee)。 


て 
其 中 mEL Epis t が (に) 由 《3) 定义 . 


证 : 令 
(3) ACA) = ACA f} CO + オー ィ ) 邊 (0.7)) 
キー MD) — ACKO TI DALA), 
AE A]. 
其 中 オー ィ ー( ァ テー ィ ュ ティ ビ A). 
MR pC Zar, E poi ANEO) Fisa B= om 
于 是 由 第 五 章 1 (16) 有 


(10) p=.) 十 | Sat — Did) 


= pC) + | pi beet — Adds), rit 27、 


仍然 由 于 在 (0,7) 上 A= Ar, DA 
C115 SGA = fA, Oy re 
现 注 意 ATD =D 一 0, 于 是 得 


了 一 人 人 + [ {fant — の を くど) 
=p) 十 | _ fut TI) vrais 2r H 
引 理 で 


HEA, AAE A B A= ABA 则 
(12) [pause ー 2)ig(dz) <1 fe, Ec o. 
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证 ; 设 >0, 由 引 理 B ,存在 pC Hq) 使 


dD 5H =) + f. CLst — DDÀ (da) 


=) + | dOnt — + — 2)Ar(dr), 
ris r. 
其 中 を 由 (9) 式 定义 
由 第 六 章 定理 
(14) pt) 一 (の < le, rts 2, 
及 而 由 (13)、(14) ,立即 有 ( 注意 aC (0} = 0,F(4,,0)=—0) 


[sae sD) Se, KEL, 
上 式 即 为 
[put Dae < fey OES 
然而 «>> 0 是 任意 的 ,于 是 得 (12)， # 


4, KF Mu T) 的 引 理 
HERE M(q,#,T) 的 某 些 引 理 . 
引 理 D 


A pC H* (aya) T'R 
ame at’, per") = pl) Mau, T) 


证 :与 第 五 章 3 3 引 理 E 的 证 明 同 . + 
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引 理 E 

RUA 
(15) Migu, T +4) < Migu, T) + gh, uS T, h>. 
从 而 M(q,4u,T) Æ T 的 连续 西数 . 


证 :由 于 对 任意 pC "°F 
[pt — pls) | gt js 


因此 ,如 果 0, 由 定义 


| p(t) — ps) | 
M(q,u,0), SS T, 
< — T) H Megu, T), ua 人 Tt 人 Th 
g(t 一 s), Tasg THA 
从 而 得 (15). # 
引 理 F 
我 们 有 : 当 了 < as 十 (一 em g 時 。 
(16) ーー 
当 Toste") /g 时 
(17> M(q.u.T) = exp (— (1—e™)} —e™. 
EF tA FRA HAM. 
(18) fo 一 十 【一 et T. 


证 : 当 Tut Oen) /gq I, Wl —e ge, Pee. MR A 
EA. E AI=1, MR pe) , p~, DW pE Fu). 
此 时 
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C19) pC) =e "4+ gt — we”, ests 2u. 
因 rO = ge til e+ 9g Ci— ue), (ut 2a) p(-) 在 toe 
十 2 区 1 一 号 ) 达到 最 大 值 ，? 在 Lut] 内 是 严格 递增 的 ,从 而 当 了 
<b, HERA 
Miau T) & p(T) 一 em アヤ ーー アーアー uje tT eee. 

现 设 Tout (le ™) fq ;此 时 方程 (18》 必 有 唯一 和 解 + 适合 
(20) Harr <s A 

事实 上 ,让 一 1 十 er ">0, 从 而 f+) 是 严格 递增 的 . 然而 
了 0) 一 0 ,了 (00) 二 00 .从 而 FO=T AMER: , 易 见 7 适合 
(20). 

現 取 AC Ar pC P*a) 使 得 ACC) =] H poA 由 于 eT 
et, HK 


(219) pT) = eT + qT — ve 87”, 
以 アディ ャ キロ ーー "75 Vg 代入 (21) 得 
(22) p(T = exp (— (1 — e™)) 


然而 cy —e" A Mg.) 的 定义 得 
Migu T) = p(T) — plr) = exp (— (1 —e™)—e™ H 
推论 


RDA 
(23) M(q,u,0o) 2 Ife. 


证 ;由 C17) 并 注意 TATS, > Too 得 
(243 Migu) = lim M (gs, T) = L/e. H 


现在 令 
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(25) aigu) = (T € [gpo ] , M(q.u.7)} = M(g,u.t), 
uai r T). 


引 理 G 


HTEatqu), NAA pC Hu) Ae th 
(26) ET, T= pt) + Meu, T). 
A 
(27) rr) <p) <P), alt. 


证 :由 引 理 D ,存在 で (ge) ,使 
(28) ae gr ar, pT) = t + Meu T). 
现在 TEaly,u) 。 由 定 叉 知 必 有 7 テア 7. BS 
(29) r = sup tt: p(T) = pt’) + Migu, T), i T) 
由 引 理 F OY Tou, Mig T > 0. 天 此 rar. ARE ぁ 
ry(26) 和 (27) 必然 成 立 . # 


513 H 


BTEC alg.ed, pE Pipu). RE wr BS HH (28), 
(27). 现在 国定 pr 按照 第 五 章 82 (2) ARK LOTT), $a 
第 五 章 84(13) 式 定义 AG), WA 
(30) p(T) = L(p,t,T) 3 TE Alp, T) ; T < Ar. 


证 :由 定义 立即 得 (30) 中 前 两 关系 . 7 过 37 由 第 五 章 8$84 引 理 E 
得 知 . # 
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$3 主要 结果 的 证 明 及 其 推论 


5. 主要 结果 的 证 明 
在 证 明 本 章 的 主要 结果 之 前 ,再 证 明 一 个 を 函数 前 基本 引 
理 . 
引 理 
R PEP (DACA A pwd EAA st 使 得 o> 0,t>0 
且 at[Ltstt+ si) =0, Rl Aa 
(1) pits) DD, 
或 者 存在 如 使 
(2) Otat, pH — ptt) = plto + 5) — pty). 


证 ;由 第 三 章 86 定理 通知 
(3) Ds KD =— al ate) 一 {, ge — め 4(@) | ， 1 0. 
因此 也 有 


(4) D+ at +s) =— af e+ — f „PO +sー め A |, 


夺回 
t> 0,s = 6. 
但 由 引 理 条 件 2KLtHs) 一 0， 从 而 有 
(5) D iG + a — p = — gt CpG + 3) — pCO) 
一 | srt + s — h) — pt — ADIACA)D}. 


如 果 (2) 不成立 , 即 有 
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(6) pki +H s) — ptt) > pit + 5) — pet), rt 
如果 C1) 不成立 , 即 

(7) plé + s) — ptt) > 0. 

由 (5)、(6〉 07) 必 有 

(8) 0< até + 5) — pit) 


x | (pee + s— h) — plt— AACA) 


面 由 (8), 必 存 在 ty, 0 ご 々 ご t 使 


(9) p+ s) 一 ple? < plty + 8) 一 pte). 

TW Sh 7 FCO) 与 (6) 矛盾 > AEE. 至 少 有 一 式 不 成 
立 。 即 て 1)、2) 至 少 有 一 个 成 立 ， + 
定理 1 

(10) M(q,u,T) < i/e, Tou. 


证 :将 证 明 分 成 下 面 几 步 . 

1) Mlau TD 显然 是 了 的 不 减 函 数 , 由 82 引 理 E 知 , 它 也 
是 了 的 连续 函数 . 因此 不 失 一 般 性 ,可 假定 TE algu). 

2) MRT Calpa). H き 2 引 理 G, FE PEC YG.) Mt 
使 得 
€11) ET pT) = pir) MT)., 
下 面 取 AC An (Ë pi. 

3) 貼 $2 引 理 H , 我 们 有 
(12) pT) = Lipt, T) 5 T E AQT); T< Sr 

4) 如果 +s?s2r， 则 由 第 五 章 定 理 ON AE "> 使 rr で 
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TA 
13) pCP) = pC) + (1! 一 40002) GAT — r). 
如 果 2r<7?<3rz， 仍 由 第 五 章 定理 W E r, 和 了 一 rmt で 
了 ,使 (13) RRE. 

5) 由 ABEX, ACr, TD = 一 tfryoo7) 一 0 .因此 由 本 节 的 
引 理知 , 或 者 


(14) PET) pO) , 
或 者 存在 tb 使 0 で <<r, A 
《15) plto + T — +) — pto) 2. p(T) — <p) 


现在 就 (14) 与 (15) 分 丙种 情形 讨论 . 
D 如果 (14) 成 立 , 则 由 .pr 一 ?Cr) 和 C11) aD 我 们 得 
(6) p(T) <S pls) + (1 一 ACO.) GN Tor). 
以 及 
(17) PLT} = p(t) + Migu, T). 
比较 (16). (17) 得 
(18) MEg TY < Cl ~ ACO, 79) FCAT — T). 
現 由 $2 引 理 で 得 
(195 Miga, T) < life. 
D 现 设 (15) 成 立 . 在 这 一 情形 , 令 
(20) 4A 
并 令 为 如 下 , 对 任意 ALEBO, cw], A 
(21) (4) = Ch — ACCO, DG CA) HACC 7)) 64). 
BR Ase A A 
A((0, の ) + (0,8) 1, 0 t <i oo。 
因此 我 们 可 以 取 AC A, A= AD 现 取 pe" o, 1 p~ 4. 
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MA A€ Adu). mC Pn WE poi. 由 き 2 引 理 A 
(22) ptt) (の 十 {fea 一 2 Atdr). 


再 由 (21) 得 , teeter NA 
(23) が 6 お sO AD TTA ia o*t H r). 
特别 我 们 取 # 一 6 ぁ キ ダー 得 
(24) p+ T — 1) 
pC + TF — t) + (1 一 (KO て ))) 了 (えん デー rt). 
因此 ,由 之 tr 和 Tt" 得 pop (io) ,从 而 由 (24) 得 
C25) Mi +T — T) — pll) = plia + T -— t) —.plio) 
> ple + TP ィ ) 
— plies) + Cl — ACCO FAT — T'Y. 
于 是 由 (15) 及 (25) 得 
C26) Plh +T — T) 一 Plh) 
pT) pC AO DF GALT — 3°), 

然而 由 C13) 我 们 得 
(27) Po 二 ダ アー Tt) 一 plto) (7) 一 PX て ) = pcr) — ptr). 
最 后 由 (27) 与 (11) 得 . 
(28) pig + T — x) — が (5) = Miq, T). 

现在 只 有 两 种 可 能 : 

第 一 个 可 能 情形 是 :和 zw REE M pE Pw) ， 
因为 十 ?一 T 及 了 Eakgia ,由 定义 必 有 
(29) MCq,u,T) > M(qst,6 + T — =) 

六 pls + T — +) — pho). 

EICO. PEREA oe. 

第 二 个 可 能 的 情形 是 w<w: 在 此 情形 下 , pCto) =e. BE pE 
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空 (et 由 第 五 章 定理 Y 的 推论 有 


《30》 pity + F — r) exp C Cl e >). 
因此 由 (28). (30) 得 
Migu T) exp (— C1 — em —e < 1/e. H 


6， 主 要 结果 的 若干 推论 


定理 【 是 我 们 的 主要 结果 . 也 是 本 书 最 重要 的 结果 . 下面 的 
上 几 个 结论 都 只 是 它 的 推论 而 已 . 然而 正 是 下 述 推论 才 是 我 们 研究 
的 最 终 目 标 . 因此 将 它们 写成 定理 的 形式 . 


定理 1 


‘31) Migo) = 1]/e, 


证 :在 定理 1 中 , 令 T->oo 得 
MCq,4,0) = 1/8, 
HH § 2 引 理 下 的 推论 就 得 (31). 村 


定理 』 


对 任意 PCH MINA 
(32) PED <= p(s) 十 le, Csi goc, 


证 :由 定理 工 ,对 一 切 g> 有 

Mg,u, ooo) £ le. 
于 是 对 一 切 ?EE Fw) 有 
(33) l p(t) SE ps} + le 
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(33) 与 8 无 关 , 从 而 对 一 切 gE Se) , (33) 亦 成 立 . 
现 设 pC ,并 取 uE ap pa HERRIEN, S 


GD mA = AN (Ha), A € BD, o0]. 


> 使 po WE c33) 
PED = pts) + lfe 


取 ne | 


A pp. 于 是 有 
が (の < p(s) + 1/e, LLE o. it 


定理 NW 


(35) Mo = lfe. 
其 中 Mo 由 § 101) ARS. 


证 ;由 定 悍 I 知 Mose l/e, HH t 知 Mo le. H 


定理 (R. Davidson 猜测 ) 


(36) (4) テオ ー le, Ml. 

(37) t- = lfe. 

其 中 TCM》 的 定义 见 菜 四 章 $1 (12), ww RTE] 
(20). 


证 ; 设 p~#, Hr DSM. 于 是 由 定理 有 
mip) = inf (PO: Ot SM le. 


= 2324 $4 回 題 


ATH J. C4) ELE (86). 由 (36) 及 (が) 的 定 交 得 


(37). # 
3 4 问题 
问题 
猜测 ;对 任意 CH, Rw 
a) PD Kea, OKs EE o. 


AF et P<tete Ol ,因此 (1) BERI 的 改进 - 但 是 
作为 最 大 振幅 问题 ,定理 !、1 已 经 不 能 改进 了 ， 

如果 1) 获 证 ,将 最 后 解决 第 四 章 $1 提出 的 (m,a) 图 问 
题 , 也 就 是 说 ,众人 41) 可 以 获得 如 下 结论 : 设 mn, MELO, 上 XE0, 
1]] ,如 果 


(2) MZe Tm, 

WW mM’ PWR AC 定义 见 第 四 章 $1 ,注意 APY. 
如 果 

(3) Me tm, 

则 (mat) 是 多 -不 可 及 点 ， 因 此 曲线 

(4) M = em 


将 [0, 1X10,1] 分 成 两 个 区 域 , 区 域 (2) 是 可 及 点 区 域 ,而 (3》 
是 不 可 及 点 区 域 . 


注释 
本 章 结 果 信 部 来 自 Dai (1991b). 
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